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HAUPTAUFSÄTZE 


Beiträge zur Aerodynamik des Doppeldeckers. 


Von NOLINI KANTO BOSE in Calcutta. Mit Zusätzen von L. PRANDTL in Göttingen. 


as Hauptziel der vorliegenden Arbeit war die Untersuchung des Einflusses der Strom- 

linienkrümmung auf die gegenseitige Einwirkung der zwei Tragflügel eines Doppel- 

deckers. Dieser Einfluß bringt nämlich gegenüber den Resultaten der Theorie der 
tragenden Linien ') eine Abänderung, die sich vor allem. bei der Berechnung des zu 
einem bestimmten Auftrieb gehörigen Anstellwinkels als wesentlich erweist und die Wider- 
sprüche zwischen der Theorie der tragenden Linien und den Versuchen praktisch zum 
Verschwinden bringt. 

Als eine Vorfrucht dieser Rechnung sei zunächst eine Ermittelung der Eigen- 
schaften des Doppeldeckers nach der Theorie der tragenden Linien mitgeteilt. Anstelle 
der früheren von K. Pohlhausen ausgeführten Berechnung, die mit mechanischen 
(Juadraturen durchgeführt war, konnten hier geschlossene Ausdrücke angegeben werden. 


1. Berechnung der induzierten Geschwindigkeit. In der zweiten Mitteilung 
der Tragflügeltheorie') sind die Ausdrücke lür dıe Störungsgeschwindigkeiten, die eine 
tragende Linie in irgend einem Raumpunkt A hervorbringt, angegeben. Dafür werde das 
iolgende Koordinatensystem eingeführt. Durch A zieht man eine Linie parallel wit der 
Richtung der ungestörten Strömung, welche die zu dieser Richtung senkrechte Ebene 
durch die tragende Linie bei O trifft. O sei Koordinatenanfangspunkt, OA die y-Achse, 
die Gerade senkrecht zu OA und parallel zur tragenden Linie sei die x-Achse; die 
2-Achse bekommt man aus der Forderung eines rechtwinkligen Koordinatensystems mit 
Rechtsdrehung (Abb. 1). a ist der Abstand des tragenden Linienelementes ds von 0, r 
der von A,&,0, z sind seine Koordinaten. A hat die Koordinaten 0, y, 0. Die Winkel « 
und sind dann definiert durch 


‚ Yy sin 3 cos ß 1 
BIN © >= : er — 
ä Tr P4 A 


1) L. Prandtl, Tragflügeltheorie, 2. Mitt. Nr. 9. Nachrichten der Kgl. Gesellschatt der Wissen- 
schaften zu Göttingen 1919, vgl. auch Der induzierte Widerstand von Mehrdecekern. Techn. Berichte 


der Flugzeugmeisterei Bd. III, 1918, Heft 7, wieder abgedruckt in Ergebnisse der Aerodynamischen Ver- 
suchsanstalt zu Göttingen, IT. Lieferung 1923, 8. 9 u. f. 
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Dann erhält man für die Komponenten 

der Störungsgeschwindigkeit, wenn /' die Zirku- 
lation kennzeichnet, 


"Tas ’ sin23  sinasin223] 
BE zum (1 HH sın @) 2 t ., 








R dr a” a -/ 
De T’dscosa cosß ı) 
"u u 4 r? | ! 
Tas i \ 008 2 sin a@ co8? \ 
| — (1 + sin @) 2.1 due B 
i k 7 a? r“ 


wobei die Integrale über die ganze tragende 
Linie zu erstrecken sind. Im folgenden wird 
elliptische Zirkulationsverteilung angenommen: 


=-T, Vı — 82: 


gibt den Abstand des tragenden Elementes von 
der Mitte der tragenden Linie in Bruchteilen der 
halben Spannweire / an. Mit 7 wird der Ab- 
stand der Tragfilügelmitte von der z-Achse be- 
zeichnet, so daß die x-Koordinate des tragenden 
Linienelementes /S—n ist. Für die wichtigste 
Komponente der induzierten Geschwindigkeit w 
erhält man 





Urt 





r 2 + 24)? y! 0] 
Hi 
- & d Nı Lug— ®(ıı — 2% dE 
nn)? yı Ir [2? I = — r)?]? Vı- 22 
r 1 
il yfı az 
+ | 2 a 7 Be nn (2) 
Ir, di +HuE— mM Yıa-Enlary + ce ML 
+1 
Mi fyı— Eul:— 1) as 
Ti, +15 MT a Det +us m? 
-1 
1 ) “- 
In! ya’ıl &%) ds 
r D - . j s 
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Setzen wir — —4, ‚- =! und nehmen für y bzw. y den Wert 0 an, so 
erhät man sofort die Geschwindigkeit ?© in der vertikalen Ebene durch die tragende Linie 
+1 +1 
nn Ef 1— 2 ag G-)(1- 5% dz { - 
Be rl 1 212 2 - [a2 4 - 1) je u Be vo 
[42 + (3— nr?) 7 —ı) _ 
E -| it © v1: ) 


Das Integrationsverfahren werde am |. Integral gezeigt. Zunächst führt man eine 
neue Variable ? ein durch 
e__ + t 
ir 1 + gt’ 
wobei die Zahl g so bestimmt wird, daß das erste Integral 
| 
[ 1-1 - MA + gt dt 
u” a. ‘ 5) , 919% n 
R [43 1 + qt)® 29 (+ t) (1 + gaN)+ v? (1 4 gt)“ + \q + t)2)? Vı 
+1 
die Form 40, 37 I til + dt 
at Et Wi en: 
(A + Bt#)? yı 4 
-1 
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erhält. Dabei wird 
A=l:4+(-qQ%, Beig: 
Die Gleichung für g 


1 Zy° qg+r— m En ; u (4). 


a, 


& „+9? 4 | 
q° q +1l=0o 


hat zwei positive Wurzeln, deren Produkt gleich 1 ist, so daß eine Wurzel größer als 1, 
die andere kleiner als 1 ist. Hier braucht man, damit das Integral reell bleibt,’ die 
Wurzel, die kleiner als 1 ist. Das Integral geht in 


+1 
(1 — gr [ I1—P At 
A? iı+ mt)” Yı 42 
| 
über, wenn 
B 1 74 
m——— l 
A v—ı { 
ist, da der andere Bestandteil, wie man leicht sieht, verschwindet. Setzt man 
9 a? 
® — a3 
1 + m—mx“ 


so wird das Integral gleich 


| 
2 A? (1 — gd)"a „ (4 a m 
ı=-z’az=7, 4,2, 
- 4? 
0) 


A®(1 + m) I+m)» 2 


Das zweite Integral berechnet man nach demselben Verfahren. Setzt man zur Abkürzung 


m = ch 5 g= Fa (5) 
u 
oder, da 1.q — (1 — qP) (v q) ist, 
1 —gv 
gr \z , 
so erhält man schließlich 
lt a a a + 
41 Vigo’ 


In der Zahlentafel 1 und der Abb. 2 sind die Werte von n wo für A von 0,2 bis 0,6 
0 


und » von O0 bis 2 angegeben. Sie stimmen genau überein mit den Werten, die früher 
ınit Hilfe des Planimeters gefunden sind!'). 
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2. Einfluß der Stromlinienkrümmung auf den Auftrieb. Das nächste 
Problem ist, dıe Wirkung des Abwindes ı, auf den Aufiırieb eines anderen Flügels zu 
finden. Wie allgemein bekannt, beeinflußt der Abwind eines Flügels seine eigene Trag- 


fähigkeit, d. h. sein Anstellwinkel vermindert sich um are tg” , wenn w die Abwärts- 
v 


geschwindigkeit am Flügel und V die Geschwindigkeit der freien Strömung ist. Wenn 
der Flügel nun in ein Gebiet kommt, das schon durch den Einfluß eines anderen Flügels 


') Ergebnisse II. Lief. S. 10 bis I1. 
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Zahlentafel 1. 











41 
si 

‚ im0.3 1:08 04 A=0,5 =06 
0,0 0,804 0,713 0,629 0,553 0,456 
0,1 0,501 0,709 0,626 0,549 0,481 
0.2 0.792 0.696 0.613 0,535 0,468 
0,3 0,7717 0,677 0,589 0,512 0,447 
0,4 0,751 V,64 0,554 0,478 0,415 
0,5 V,7ıl 0,599 0,502 0,432 0,373 
0,6 0,643 0,526 0.435 0,369 0,319 
0.7 0.543 0,420 0.342 0,291 0,255 
U,S 0,37 0,272 0,225 0,198 0,184 
().9 0,109 0.072 0.087 0.100 0,105 
1.0 0291 0,130 0,045 0,005 0,037 
1.1 0,489 0,266 0,144 0,074 0,025 
1.2 0,483 0,312 0,201 0,123 0,070 
1.8 0,412 0.309 0,220 — 0,150 - 0,100 
1,4 0,351 0,254 - 0,222 - 0,162 0,116 
1.9 0,293 0,249 - 0,207 0,161 0,122 
1,6 0,254 0,221 - 0,190 0,156 0,123 

0,218 0,196 - 0,174 — 0,146 0,120 
1.8 0,189 0,174 0,156 0,1385 0,11» 
1,9 0,167 0,15 0,141 - 0,126 0,109 
2,0 0,149 0,139 0,127 — 0,118 0,102 


gestört ist, erleidet sein Auftrieb bei demselben geometrischen Anstellwinkel eine weitere 
Veränderung. 

Für die Abhängigkeit des Auftriebes von den geometrischen Korstanten der Strö- 
mung und des Profiles wurde im folgenden die aus den Kuttaschen Rechnungen für die 
unendlich lange, dünne kreisförmig gewölbte Platte in der reibungslosen Flüssigkeit her- 





A von . . : A 
geleitete Näherungsformel für die Auftriebszahl „= , cn angesetzt 
3oV‘.l 
| 8 5 
am=?2n (« — .) (4 
« ist der Änstellwinkel der Profilsehne, deren Länge f ist, £ ist der Zentriwinkel des 
. . f ®. . f .. 
Kreisbogenprofils, der Radius ist A (Abb. 3). Dann ist sin 2 ER also angenäbert 
P4 . u 
“=2Rla+ —) ee A er 
TB in. s 
; Bei dem endlichen Tragflügel, der von einem zweiten 
u beeinflußt wird, wird der Auftrieb nicht nur durch die Wirkung 
” ! > des Abwindes verändert, der von den beiden Flügeln am Ort 
PLA des ersten erzeugt wird, sondern außerdem noch durch den Um- 
A , stand, daß der erste Flügel sich in einer durch die Wirkung 


des zweiten Flügels gekrümmten Strömung befindet. Die Krüm- 
mung der Stromlinien äußert sich in zweifacher Hinsicht. 
Einmal bleibt die Krümmung des Tragflügelprofils nicht 


[RA70023 mehr die wirksame Krümmung, sondern die wirksame Krüm- 
ö mung ist gleich der geometrischen Krümmurg 1/7, vermindert 


um die Krümmung der Strömung 1/#. Diese Beziehung muß, 
wie man sich leicht überzeugt, wenigstens für kleine Krüm- 
mungen mit guter Ännäherung richtig sein. 


Zweitens spielt die Krümmung bei der Ermittlung des wirksamen Anstellwinkels 
noch eine Rolle, da wegen der Krümmung die Neigung der Strömung an verschiedenen 
Stellen des Pıofils verschieden ist. Denkt man sich den Auftrieb des zweiten, störenden 
Fliigels auf einer Linie durch den Druckmittelpunkt konzentriert, so ist in der Vertikal- 
ebene durch diese Linie die induzierte Geschwindigkeit 0; vorhanden, die unter 1 be- 


\bb. 3. 
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w D . . 2 . . cv . 
rechnet wurde. arc ig —; gibt dann die Neigung der Stromlinie 5S, die am Ort des 


ersten Flügels ohne diesen, allein durch die Wirkung des zweiten Flügels da wäre, und 
zwar in dem Punkt senkrecht über D (Abb. 4). A bezeichnet den Oıt der Eintrittskante, 
B den Ort der Austrittskante des ersten Flügels, die gestrichelte Linie die Stromlinien- 
sehne. Nun waren in den Formeln (7), (8) die 
Anstellwinkel auf die Sehne des Kreisbogenprofiles 
bezogen, so daß man von dem geometrischen An- 
stellwinkel die Neigung der Sehne der Stromlinie | NV;, 
SS abziehen muß, um den wirksamen AÄnstell- | T 
winkel zu bekommen. Mit hier genügender Ge- 
nauigkeit kann für die Neigung der Sehne die 
Neigung der Tangente der Stromlinie in der 
Mitte des Profiles bei M gssetzt werden. Wenn 
D den wagerechten Abstand e von M hat, so 











a wg i 
muß also zu der ÄAnstellwinkelkorrektur - die ni iu 2 vn 
man nur durch den Abwind des zweiten Flügels | 
erklären kann, noch der Winkel e/R’' hinzugefügt a 0® 
werden. Ist die vom Flügel 1 selbst induzierte 
Geschwindigkeit ıc,ı, und setzt man %ı ı +Wgaı =Wı, Abb. 4. 
und den geometrischen Anstelwinkel des ersten | 
Flügels gleich «,, so wird demnach der wirksame Anstellwinkel gleich «; = — — und 
t my ur t + ‘) ’ 
C, — a7 X 2 —— | IE . . . . . ° . (€ ls 
| ( Dr R' 


Die Rechnung soll im folgenden nur für den ungestafielten Doppeldecker mit zwei gleich- 
großen Flügeln durchgeführt werden, unter der weiteren Annahme, daß der Auftrieb auf 
Ober- und Unterflügel zu gleichen Teilen verteilt ist. Dann darf man annehmen, daß 
die Beziehung (9), die ja nur für Flügel 1 abgeleitet wurde, für beide Flügel genügend 
senau gilt. Führt man noch die Entfernung s des Druckmittelpunktes D von der Vorder- 
kante ein, so wird e=t/2 —s. In diesem Sonderfall wird also 





. ( r ! w an 
CC me 3 (& — — . . j ° e : . 0), 
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Für s kann man angenähert -” ? schreiben, so daß das in der hier vorgetragenen Theorie 
Ca 


Cm 


ar. t (3 
neu hinzugekommene Glied in der Klammer auch - (- = ) geschrieben werden kann 


Ca 


M 
(©. = Momentenzahl — ) 
1 20 y?rFt 


3. Berechnung der $tromlinienkrümmung. Es handelt sich nun noch darum, 
die Krümmung 1/R zu bestimmen. Setzt man die von einem Flügel induzierte Ge- 
schwindigkeit gleich ww, so ist die Neigung der resultierenden Stromlinie =. Behält man 
das in 1 benutzte Koordinatensystem bei, so wird die Krümmung 

r w 
ol ) 
1 V 1 oOow 
ee a ee 
R Oy voy 


Im folgenden soll die Krümmung nur in der Vertikalebene durch die tragende Linie be- 
rechnet werden, d. d. h. y bzw. n wird gleich 0. Man erhält dann aus (?) 


+1 
Fa z I’ 1? | i-P = as 
Ayo In? | [42 + (E — »)2]2 Va — 82 14? + (E__ »2) 
+1 
[5 _ v)? das £2) a4 dE | Pr 
sh (E — 1)2]2 | A £9) TE er (& ed 2 . A . (12). 
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Zur Integration, d. h. zur Zurückführung auf die in den Tafelwerken enthaltenen 
Legendreschen Normalintegrale wendet man in der üblichen Weise dieselben Sub- 


stitutionen wie unter 1 an: 
g+tt 9 x” 


In 


1 qQ f 1 +nmn- mt a4 


und erhält mit denselben Bezeichnungen wie bei 1 für das erste Integral 
| 1 
wie 2 k [ m — q° ‚ m q“ 1 dx 
nn. f - ( + -) + | ee 9 
Aa V m 1-+ m I + m Ya - 291 — Kir? 
( 


wobei 
k 2 


ist. Setzt man allgemein 


so ist das erste Integral 





N 12 (1 ae g° a k mn — Ti u y“ 1 
| -|w—l(ı+ ) wu 4 u; 
A 2 V n L m 1 + m | 
das zweite Integral 
2 1 - Nr lvr—yg“ &«k m m y“ Mm Mm q° ] 
5 J uUo j | | wi Be ü ) Uy ‘) ö : Us | 
A: } m \ q" 1l+m q° 1 -+ m 2 


Nach der bekannten Rekursionsformel für elliptische Integrale ist 
n—1)kKw.— (2n — 2) 1 +M) un-ı +(2n —- 3)un-ı=(, 


woraus wir hier «v, dureh :» und »% ausdrücken können. Danach bekommen wir 
schließlich 











027 IN sin a eos | 2| 9 A qv 
—) — ’ ta«aE — "—- (K-E 5 5 A 
z 0 an al /. E ” te? [4 \ ) ) 
K und E bedeuten die vollständigen Legendreschen elliptischen Integrale 1. bzw. 
!  arrrTıT ; i a 
2. Gattung. Die Werte für nz sind in Zahlentafel 2 und Abb. 5 wiedergegeben. 
0) ’ ö 
28 | 
\=02 
24 
Re; 
fr SH 
—, | T ’ 
eh nn. 
Bun RHEIN ey 
+ Tı 7 8 7 6 04 d ) £ fq r — 
\lbl, n. 


Die Ausdrücke für die Störungsgeschwindigkeit und die Stromlinienkrümmung ändern 
sich bei frstgehaltenem A, d h. gegebenem Abstand der beiden Flügel noch mit », von 
Punkt zu Punkt des oberen Flügels 1/R' nimmt nach den Flügelenden zu etwa auf 0 
ab. Für manche Zwecke, wo es sich um die Ermittlung von Gesamtwirkungen handelt, 
wird es vorteilhafter sein, einen mittleren Wert der Störungsgeschwindigkeit und der 
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Zahlentafel 2. 











2n®y ı 
o R' 
) = 0,2 ), = 0,3 = 0,4 A = (0,5 = 0,6 
0,0 25,515 11,614 6,577 41,217 2,912 
0,1 25.445 11.514 6,545 4,197 2,863 
0,2 25,113 11,360 6,421 1,120 2,832 
0,3 24,500 11,054 6,267 3,970 2,728 
0,4 23,569 10.501 5,991 3,775 2,582 
0,5 22,324 9,984 5,572 3,510 2,390 
0,6 20.442 9,048 5,021 3,204 2,139 
0.7 13,080 1,894 1,290 2,699 1,833 
0,8 14,660 6.288 ,421 2,158 1,492 
0,9 10,316 4,255 2,370 1,574 1,118 
1.0 3,278 2.074 1,416 1,003 0,774 
1,1 0,027 0,374 0,605 0,531 0,476 
1,2 0,748 0,154 0,139 0,212 0,260 
1,3 0,716 — 0,365 0,102 0,036 0,101 
1,1 - 0.569 0,351 0,180 — 0,065 0,011 
1.5 - 0,441 0,312 0,196 0,109 0,041 
1,6 0,341 - 0,265 - 0,185 - 0,116 0,064 
1,7 0,266 — 0,22 — 0,170 - 0,121 0,078 
1,8 0,202 - 0,178 - 0,141 — 0,111 0,081 
1 9 — 0,165 0,142 — 0,127 0,103 0,075 
2,0 0,141 0,125 0,109 0.089 0,074 


Stromlinienkrümmung zu bestimmen. Diese ergeben sich für die angegebene Auftriebs- 
verteilung zu 


l | 
I’ wo d r wo V I — v? dv | 
Ö ) N z er 
om u‘ — vw YyıL —v’dry 
l 1 T 
a 0 
| Idı ) 1 vr? dı 
(0) 0) / 14) 
I’ 
‚a T 1 
JR }- 
| 0 t 1 —2 
—— nt r d ] 
Fe ı T R 
0 
ld r 
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Für die Auswertung der Integrale kann man die Simpsonsche Regel verwenden. Das 
Intervall von 0 bis ı teilt man in eine gerade Anzahl gleicher Teile von der Breite 0,1, 
wie es in den Tabellen für w, und 1/R' auch schon geschehen ist. Hat der Integrand 
hier die Werte yo, Yı, %2, » » » 710 80 erhalten wir einen Näherungswert des Integrals zu 


0,1 


yv+4yı t2yp+...49% + Yıo]. 


"ür die mittlere Krümmung läßt sich leicht eine Näherungsformel ableiten. Es zeigt sich 
ER 


nämlich, daß der Ausdruck it. — 7, von ) nahezu unabhängig ist. Man erhält für 
0 fim 
= 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 
„muy Oi E nr u. r 
N 9680 0,685 0,682 0,678 0,665 
 ü dan m ı? v 1 Ä 
so daß man für die praktisch üblichen Fälle er 2, 06 setzen kann. Setzt man 
0 fim 


= : ‚ wobei b also jetzt die Spannweite des Flügels bezeichnet, und nennt die senkrechte 
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Entfernung der beiden Flügel Ah, so wird A— 2 = Schreibt man schließlich für /, noch 


2Ca Vt 
" -, so hat man 
TI 


| 16 Cat „» „. Cat 
u -64,17 „= V,0810 —, u er (15). 
Rn Tı?® bh? T h? 


4. Vergleich der Theorie mit der Beobachtung. Bei der Berechnung des 
zu einem bestimmten Auftrieb gehörigen Anstellwinkels eines Doppeldeckers auf Grund 
von Eindeckerversuchen hatte die Theorie der tragenden Linien zu einer Unstimmierkeit 


gefübrt Wenn nämlich, mit dem Zeiger D für den Doppeldecker und dem Zeiger E für 
den Eindecker 

Ca“ FD FE 
Cwp=CWE-+t (- Z— 5) ) 


2 (16 
tt \bp° br ) 


ist, so war man genötigt, in der Uimrechnungsformel für den AÄnstellwinkel statt #, das 
gleich dem Verhältnis des induzierten Widerstandes des Doppeldeckers zu dem des Eın- 
deckers bei gleichem Gesamtauftrieb und gleicher Spannweite ist, einen empirischen Wert 


x» (> x) einzuführen: 
Ca Pr FD FE °) 
(pn —— (5 +4 ( 9 Bas .) . . . . . . . . (17). 
ST bp“ br’ 


Die 'T'heorie der tragenden Linien lieferte im Widerspruch zu der Erfahrung «=x. Es 


war zu vermuten, daß der in der vorliegenden Arbeit berechnete Krümmungseinfluß die 
Differenz zwischen «' und x erklären würde. Es war 


t u t Bi) Cm 
6 =2ınla-+ = _ ( — ) 
| ı R V R 4 Ca 


Nun war der Mittelwert von 2’ bestimmt durch 


1 ’ 2 / 
ae 0,0875 Ca no * 
Rn n® 
Folglich wird 

Ca = 2n | 


t w ... ®/i3 
(d —+ ze 0,08 io 7} ( Ca en) ® . ’ u \ I 8). 
4R V n?\4 


Mit Hilfe dieser Formel kann man die Umrechnung der Anstellwinkel nach Art von 


Las 


Formel (17) versuchen. Das Glied — ist dem Doppeldecker und dem Eindecker gemein- 


R 


S en w wıı + waı Ca 'D . n 
sam und hebt sich daher weg; für Fu x kann man = schreiben °) und man 
7T D“ 
erhält daher 
Ca(# FD FE\ | 8 
“p=0&r+ ( — 4 ir 0,084 : Be ( Ca en) . . . . (19). 
7T bp® br* h” 4 


Diese Formel kann wegen des Auftretens von c, nicht auf die Form (17) gebracht werden, 
eine exakte Definition von x' ist deshalb nicht möglich. x#' soll nun ähnlich wie bei den 
Experimenten in folgender Weise bestimmt werden. Die beiden ersten Glieder von (19) 
liefern den Winkel «&p nach der alten theoretischen Formel. Rechnet man JS« = «&, — @p 
für zwei Werte von c., so werde 


bp? Jan — Juy 


Fp Ca u Ca? 


“ei +-n 


ermittelt und mit den experimentellen Werten verglichen. 

Für fünf in Zahlentafel 45 der II. Lieferung der Ergebnisse der Aerodynamischen 
Versuchsanstalt zu Göttingen angegebene Doppeldecker mit gleicher Spannweite des Ober- 
und Unterflügels ergeben sich die in der folgenden Zablentafel 3 enthaltenen Werte. Die 
zum Vergleich herangezogene Eindeckermessung ergab durch Interpolation für ce, = 0 
C„ = 0,08 und für c„ —= 0,6 c„—= 0,268. Damit wurden die theoretischen Werte x berechnet. 


) Vergl. Tragtlügeltheorie, II. Mitt. S. 8, Gl. (38). 
2) Ergebnisse, II. Lief S 37. 
3) Ergebnisse II. Lief. S. 11 und 12. 
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Zahlentafel 5 











« x - % HM u’ u’ 
Dd.-Nr. ht b?/F Ja, Jas 

theor. theor. theor. exver. 
| 0,8 3,0 0,0359 0,569 0,794 1,357 1,221 
2 1,1 3,0 0,0190 0,298 0.754 1.042 1.049 
3 1,4 3,0 0,01173 0,184 0,721 0,905 0,967 
| 1,115 2.4 0,01857 0,234 0,722 0.956 0,949 
5 1,113 1.44 0,01857 0,140 0.649 0,789 0,803 


Die Uebereinstimmung zwischen den theoretischen und experimentellen Werten ist 
ziemlich befriedigend. Wenn man noch die Verteilung des Auftriebes nach der Tiefe beim 
induzierenden Flügel berücksichtigen würde, wie es in der vollständigen Dissertation 
von Bose geschehen ist, so würden die Werte «' — x etwas kleiner, besonders stark aber 


der erste, da diese Korrektur bei kleinem den größten Einfluß hat Der Anschluß an 


die Erfahrung wird hiernach noch besser. 700 


Über die Strömungsvorgänge um Kreiszylinder. 
Von MASAMI ONDO in Tokio. 


(Aus dem Aeronautischen Forschungsinstitut der Universität Tokio.) 


s ist eine wohlbekannte experimentelle Tatsache, daß die Widerstandsziffern einiger 
Körper, z. B. der Kugel und des Kreiszylinders, mit der sogenannten »Revynolds- 
schen Zahl< oder »reduzierten Geschwindigkeit« ihre Werte ändern !). 

So fällt der Beiwert c„ der Kugel von ungefähr 0,49 bis 0,15 innerhalb eines 
Bereiches Reynoldsschen Zahlen von 3,0 > 10°, und beim Zylinder von 1,2 bis 0,3 
innerhalb eines Bereiches von 2,5 = 5,6 x 1.0° (im Mittel 3,0 > 10°). 

Dieses Phänomen, das seit der Entwicklung unserer experimentellen Aerodynamik 
von vielen Seiten untersucht wurde, ist bisher theoretisch sehr wenig geklärt. Prandtl 
teilt in einem bekannten Aufsatz) mit, daß ein dünner Drahtring auf der Kugel oder 
ein Netz vor derselben den Strömungszustand in der Grenzschicht turbulent macht, und 
daß dadurch die Ablösungsstelle nach hinten rückt. Aber auch hier fehlt das genauere 
Bild dieses Vorganges. 


1. Die Ablösungsstelle bei unter-kritischer Reynoldsscher Zahl. (Zwei- 
dimensionale Aufgabe.) Es sei U die Geschwindigkeit außerhalb der Grenzschicht deren 
Wert durch die bekannte Potentialströmung bestimmt ist. Innerhalb derselben herrsche 
die Geschwindigkeit «. 

Ich nehme an, daß sich diese Geschwindigkeit durch folgende ganz rationale 
Funktion approximieren läßt‘); 

u=o tay+ay’+ay, 
wo y der Abstand von der Oberfläche in der Grenzschicht bedeutet. 

Die Koeffizienten & ... as sollen so bestimmt werden, daß sie die folgenden vier 
Grenzbedingungen erfüllen: 

92 2 
„=Übeiy=d, = nr =0beiy=d, u=0bhbeiy=ü, 63 zu Br nn beiy=0 (1), 


wo öÖ die Dicke der Grenzschicht und x die Koordinate entlang der Oberfläche bezeichnet. 


“ Widerstand Br 
) Widerstandsbeiwert „= Pr mit g= -— V" (Staudruck), 0= Dichte der Flüssirkeit, 
gt zZ 


V= Geschwindigkeit, F= Hauptspantfläche. Reynoldssche Zahl = 4 wo D = Durchmesser. ” = Kine- 
. 

matische Zähigkeit. (Zähigkeitszahl = 0,01 em?/see für Wasser von 20° ©.) 

2) L. Prandtl, Der Widerstand von Kugeln. Nachr. d. Ges. d. Wiss. Göttingen, math.-phys. 
Klasse 1914, oder ©. Wieselsbeger, desel. Z. F.M. 1914, 8. 140. 

3) K. Pohlhausen, Zur näherunzsweisen Interration der Differentialgleichunz der laminaren 
Grenzschicht. Abhandlung aus dem Aerodynamischen Institut an der Technischen Hochschule Aachen. 
I. Lieferung. Diese Zeitschr. Bd. 1 (1921), S. 252 bis 268, 
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Die letzte Bedingung folgt aus der allgemeinen Bewegungsgleichung der zähen 
Flüssigkeit 
Ju ce!'u l Op u ALT 
En N (e) 
Ja Oy o «(a dr! ()y? 
in der O’u,0x” gegen V*’u/Oy” vernachlässigt wurde. 
Dann erhalten wir 
0 l ia ı 02 0u? RLHErTE | Ou ! a 
Ad — d =u2 do» u — u. dl; = — 5 \od). 
u y Ö 2 8 32) " I 0x’ Srdö Or 20° 
Die Ablösungsstelle ist durch die Beziehung gegeben 
1 /3U ou? 
a=( + 0... 2200200. 
o\3 ss dx 


in der die Grenzschichtdicke eintritt. Um die Ablösungsstelle zu bestimmen, lasse ich 
in (3) alle Glieder mit den Koeffizienten 9u°’/d x für die erste Annäherung weg und erhalte 


U y3y 3 x 
u ( _—— 4 ) (5). 
2 \0 03 2 
Führt man diesen Ausdruck in die Kärmänsche Integralbedingung ein’): 
() P ” e) u R Ar 'p oO u 1° , 
| u’ dy | Uudy- — —y | are 
x, m, o 0x Oyju 
0 0 
mit den aus (5) folgenden Werten 
' l: $ ) u | 3 U 0» de OU* 
wvdy= 2Ö ud — U, E — — 
Y 35 U ! Y S Fa 2 } 04 2 9% 
) 0 


se bekommt man eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung 
10? 358 1ı aU? s40 » 
+ 


{ 
a 2 er r . . . . . . . . \ 
dr 39 U dx 39 L 
Ihre Lösung ist 


FBLBER S uae | 
Ö zum — U 10-86 d + ö : r . : A (8 
u! 36 


nit ö= 0 bei & = 0, wenn dieser Punkt bei der Strömung gegen einen Zylinder der 
Staupunkt ist. 


Diese angenäherte Lösung (8), eingeführt in (3), liefert 


| 3 U 21.928 vr d. OU? 
A, Ö ( 2 w 5 u!?36 Ir E 
21.55 Ju ax OU? 
dr f u 936 In’ 
I 721.55 Ju8®8ar oo? vi 
0° \ d Be 02 2 


Nach Prüfung der Größenordnung der einzelnen Glieder mit der für ideale Potential- 
strömung gültigen Beziehung 


Deu. . : : 2 2 2 Hr 8 aa 


wo U, die Geschwindigkeit ungestörter Strömung bedeutet, erhalten wir, für I — 0 
bis z/2, wieder die in (5) gegebenen Werte der Koeffizienten. Daher ist, streng 
genommen, die Annäherung (5) und folglich auch (8) nur in diesem Bereich gültig, nicht 
aber am Ablösungspunkt. 

Mit der Ablösungsbedingung (4) und obigem Wert von Öd, ferner mit der Be- 
ziehung (9) und de — ru, d®@, wo r, den Halbmesser der Kreiskontur bezeichnet, erhalten 
wir schließlich für die Lage der Ablösungsstelle die Winkelentfernung ©, vom Staupunkt: 

(Q (sin 9.) 936 


f — (0,2785 - er . . . . . . . . (10). 
Sisin 9,)'936 4 0 


Es ist hier zu bemerken, daß ©, von U,, ”, und »v. also auch von der Reynolds- 
schen Zahl U, r,/r unabhängig ist. 


I 


Th.v. Kärmän, diese Zeitschr. Bd. I (1921), S. 235. 
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Den numerischen Wert von ©, habe ich durch Integration mittels Simpsonscher 
Regel und dann mittels graphischer Lösung berechnet 


@), = 106° 


und zeigt ziemlich gute Uebereinstimmung mit den bisherigen Versuchsergebnissen über 
die Druckverteilung, welche ungefähr 90° zu geben scheinen. 
Fernerhin bilde ich die Reynoldssche Zahl 
u) 


R = er; 


welche mit Hilfe von (8) sich wie folgt ausdrücken läßt. 


- (sin 9)!" 1@) ‘6 DER 


R 2153 Un 2 o/ısin 0,836 4% \ 21.55 R 
u an (sin (4,1736 


v (sin 9) 17-36 


. Un 2 ro 


wwR= ist. Bei kritischem Gebiete (#% im Mittel 3,7 x 10°)'), ist der Wert von 


- 
R' am Ablösungspunkt ©, — 106°, mit 


(sin 9)1336 40 


‚ , a: w l UV | 
(sin 9) 73% 


R = 2.84 x 10°. 


Ein bemerkenswerter Schluß folgt sofort aus dem obigen Ergebnis, wenn wir dieses 
mit der kritischen Zahl vergleichen, bei der die laminare Strömung in einem Rohr in 
den turbulenten Zustand übergeht. Diese kritische Zahl ist 


R = u 660 = 1020, 
/ 
wenn « die mittlere Geschwindigkeit über einem Querschnitt und r den inneren Radius 
des Rohres bedeutet. Bei der laminaren Strömung im Rohr ist die Geschwindigkeit in 
der Rohrachse (1,) bekanntlich gleich 2 «u, und die entsprechende kritische Reynolds- 
sche Zahl 


ea ri. 
s 
Wenn der Radius r als die Grenzschichtdieke der laminaren Strömung auigefaßt 
wird, so können wir schließen, daß beide Vorgänge von einem gemeinsamen Gesetz von 
der Stabilität zäher Flüssigkeitsströmung beherrscht sind. 


2. Die Ablösungstelle bei über-kritischen Reynoldsschen Zahlen. Es ist 
bekannt, daß beim Ueberschreiten einer gewissen Reynoldsschen Kennzahl die Strömunz 
vom laminaren Zustand zum turbulenten übergeht und daß dieser Uebergang derjenigen 
Stelle entspricht, bei der der starke Abfall der Widerstandskoeffizienten eintritt. 


Versuche?) über die Geschwindigkeitsverteillung im Rohre und in Grenzschichten 
der ebenen Wand zeigen, daß innerhalb des turbulenten Bereiches sehr nahe der Wand 
noch dünne Schichten bleiben, in denen die laminare Strömung herrscht. 


Zijnen‘) gibt in seiner These den Wert dieser »zweiten« Grenzschicht d, als Durch- 
schnittspunkt zweier Kurven 


T 


wii‘ 
u = Yy und u = u i ) & 
( 


4 


wo z7 die Spannung an der Wand ist. Also ist der Wert von 9) 


u UNI 1 
Ö, == ( Ö 
T 


) Nach Göttinger Ergebnisse. (Prandtl, Ergelnisse der Aerodynaimischen Versuchsanstalt zu 
Göttingen. II. Lieferung. S. 26.) Das Uebergangszebiet liegt zwischen 1.75x 10° und 5,70x10°, also 
im Mittel 3,7x 109, 

2) T, E Stanton. Frietion. Dietionary of Applied Phys!cs. Vol. 1, 8.370; B.G. van der Hegge 
Zijnen, M»asurement of the Velocity Distribution in the Boundary Layer alonz a Plane Surface. Thesis 
Delft. 1924; K Suyehiro, A note on Resistance of Flow of Viseous Fluid. ‚Journ, Soe. Naval Archt. 
Japan. Vol. 36, S. 87. 
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und die Geschwindigkeit in diesem Punkt ist 


le". 2 
us = (=) "us 


T 


und mit dem von Kärmän') gegebenen Wert von 


1 4 

r — 0.0225 0 0° ( ) 

‘ U 6, 
ist die entsprechende Revnoldssche Zahl 
u Ö, 


En an Ab: Si ae Bi 


J 


Diese Beziehung (12) ist nach Zijnenschen Versuchen ziemlich gut erfüllt. 
Aus den Versuchen Zijnens kann ich noch eine Beziehung zwischen x, und U 
gewinnen wie die folgende Zahlentaiel zeigt: 











ms u, ın/s u,/U Um's u, ın/s uj/! U m,s u m/s u, 
32 14 0,4 20 8.5 0.4 N 4 0.5 
28 12 0,4 16 7 0,4 6 3 0,5 
24 y 0,4 12 H) 0,4 i l,7 0,4 





Unter der Voraussetzung, daß diese Beziehungen auch in unserem Falle, also im 
Falle einer gekrümmten Wand, noch richtig bleiben, bestimme ich die Koeffizienten des 
folgenden Ausdrucks für die Geschwindigkeitsverteilung 
u=-btramy+ay' 
mit den Grenzbedingungen 


& u I O U? i U h , 
ut —= 0 bei yo, = bei y=(, u= — bei y= Ö, (13), 
b Iy® au DR ; 2.5 
{ U d0 U: ı oO uU? | 
- (laraus o—=ß, da = | + —). = —— (14). 
dı \2.5 iv Or) 4v Ox 
Die Ablösungsstelle ist wieder aus der Beziehung 
l/ \ 2 or? e 
u ——— (0) i . ‚ j : R : . . . \ | ı)) 
2.5 div Ox 
mit U = 2U,sin © und ö, = 157 v/0.4 U, 
(15) geht in diesem Falle über in 
1 — cos? 9 1.93 X 10° 
cos 9 Pe 


> 


wo R=2Us,rol®.: 

Im Gegensatz zu dem in vorhergehenden Abschnitt behandelten Falle ist die 
Ablösungsstelle ©, nun von der Reynoldsschen Zahl abhängig, und zwar rückt sie mit 
wachsender Kennzahl mehr nach hinten. Wieweit dieses Ergebnis richtig ist, kann man 
leider noch nicht feststellen, da die Versuche weit über das kritische Gebiet noch nicht 
ausgeführt sind. 

Mit R = 53,0 x 10° erhalte ich 

cos? 9, — 0.642 cos 9), l = 0, cos 9, = — 0.729, @Q, = 137°. 

Dieser Weıt ist in guter Uebereinstimmung mit den Versuchen?) von G.I. Taylor, 

bei welchen der Druck zwischen © —= 126° _ 144° konstant wird. 


Tokio, Juni 1925. 664 





) Th. v’ Kärmän, Diese Zeitschr. Bd. 1 (1921), 8. 242. 
‘) G.1. Taylor, Pressure Distribution around a Cylinder. R. & M. No. 191, 1916. R bei diesem 
Versuche war rd. 1.7x10° Mit diesem Werte, c0o8 0%, = — 0,65 oder 9, = 131°, 












n 


Band 7, Heft I 4 ‚ e a z ‚ ar 
Februar 1927 Müller, Zylinder in einer unstetigen Potentialströmung 13 


Zylinder in einer unstetigen Potentialströmung. 
Von WILHELM MÜLLER in Hannover. 


1. Einleitung. Die wirkliche Strömung um einen Zylinder oder einen Fiügel 
unterscheidet sich bekanntlich von der idealen, eindeutigen Potentialströmung durch die 
an der Hinterseite des umströmten Körpers sich ausbildende Wirbelschleppe. Diese 
Wirbelschleppe ist aber gleichbedeutend mit einer Diskontinuitätsschicht, deren Spur in 
der Ebene eine Diskontinuitätslinie resp. einen Diskontinuitätsstreifen ergibt. Man kann 
nun ein mehrdeutiges Potential angeben, das in dem Gebiet der einblättrigen Riemann- 
schen Ebene, das zugleich als Strömungsgebiet zu betrachten ist, eine dem wirklichen 
Verlauf jener Schichtlinie möglichst angepaßte Unstetigkeit aufweist. Ein solches Potential 
wird, wie C. Witoszynski in einer interessanten, im Rahmen der Deliter Tagung 1924 
vorgetragenen Arbeit!) gezeigt hat, nicht nur einen Ersatz für die Zirkulation, sondern 
auch die Möglichkeit einer angenäherten Erfassung des Widerstandes bieten, der aus dem 
I,anchester-Kuttaschen Ansatz bekanntlich nicht ermittelt werden kann. 

In der vorliegenden Arbeit soll der Witoszynskische Ansatz für ein Jou- 
kowskysches Profil durchgeführt werden. Die Resultate dürften deshalb von Interesse 
sein, weil sie eine der Größenordnung nach nicht ungünstige Uebereinstimmung mit den 
aus den Göttinger Versuchen gewonnenen Werten des Profilwiderstandes ergeben. 


2. Ansatz für die Strömung um den Kreiszylinder. Fügt man der aus dem 
Unendlichen mit der Geschwindigkeit « parallel der negativen $-Achse kommenden 
Strömung um den Kreiszylinder { = R, deren komplexes Potential 


»2 
Wı)=- uld + 3 
\ > 
lautet, den Ausdruck | | ia 
| 32 —_ 23 22 


Ww;, (() = 'kuR’, er 
£E2 + R2e?2 
hinzu, so bleibt für das entstehende Strömungsbild 
W()=W (ü) + WM (d) 
der Kreis Stromlinie, da W3 reell ausfällt für die Punkte seines Umfanges. Indem wir 
ferner verlangen, daß die Geschwindigkeit 


7 
.) 19 


dAW - R? ik R2e2u 
- u(ı — ) }- 


a ae l l 1 ia\2 
22 (22 4 228) 


für den Punkt Rei(@=*r) verschwindet, erhalten wir für die zunächst noch unbestimmte 


. 


ds 


> 
- 


Konstante k den Wert k— — 4sin«. Das gibt dann das Potential 
1 1 ı@ 
Fi pP? 3 P £2 u R2 e? 
„)=—ull N „)— tin Reina”, wr I: ARE, TE 
&2 + R2 e2 
> 1a 
 dW R? 4iuR?e?sin« (2) 
(—— FE Be er ( a 2) z L 1 1 ia\2 a)» 
g2 «5, R2 2) 
Die Geschwindigkeitsiunktion besitzt einen doppelten Pol in C—0 und außerdem 
den Pol [= Re#2rt), 


der im zweiten Riemannschen Blatt liegt, wenn man übereinkommt, die Argumente für 
die Punkte des Kreises innerhalb der Grenzen - zr +@«<p<7+.« zu wählen. 
Die Geschwindigkeitsverteilung längs des Umfanges 


: sin & 
v»—= 2ulsing + ) a 


I +cos'(p—a) 


) C. Witoszynski, Modifieation du prineipe de eirculation, Proceedings of the first international 
congress for applied mechanics, ed. by ©. B. Biezeno and J. M. Burgers, Delft 1925, S. 418; ferner 
von demselben Verfasser, La me&canique des profils d’aviation, Paris 1924, S. 43, 
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geht aus der folgenden Zahlentafel hervor, in der die Geschwindigkeiten für den Fall 


«= 50” in Vielfachen der Anströmgeschwindigkeit v in Abhängigkeit von der Amplitude y 
der Kreispunkte eingetragen sind. 








v Uk 
Y f 
u u 
0 0,25 150 1,66 
30 1,5 180 0,78 
50 »24 60 1.158 
a) 2,55 90 1.34 
135 2.04 150 0 





Das Maximum von v; liegt ungefähr bei 9 — 90°, ist aber größer als das Maximum 
> « für die gewöhnliche Parallelströmung W,; (Ü). Wenn man den Ausdruck 


. . R* u = - R 
’— u ( ) sin / 1 u Psin« el: 
) ' 7 A 4 / 
r+ R+2(Rr)’2cos 
für die in Polarkoordinaten ,,g ausgedrückte Stromfunktion — 0 setzt, ergibt sich die 
Kreislinie ?= r nnd das Svstem der Diskontinuitätslinien 
B ; ı Rsin « r 
sıngy — = () , u ©. 
. [2 
R +r+2(r R)''» COS 7 ” 
Setzt man in (ö) r— K, um die Schnittpunkte mit dem Kreis zu bestimmen, so komnit 
\ 9—a > 
sinp(1 + cos eh, ira 
Y 


Diese Gleichung wird erfüllt 
durch g—=«@=*rnr und durch 


einen Wert yı = — «, der zwi- 
schen 0 und —«, etwa bei 
liegt. 


-_ 


. Im Punkte Cmit y=«atnr 
teilt sich die Stromlinie W — 0 
in zwei Zweige, und es ergibt 
sich, daß der hier beginnende 
Diskontinuitätsstreifen für den 
Radiusvektor r= (7 + V 44) I 

Abb. 1. — 13,63 R die gıößte, auf dem 
zugehörigen Kreise gemessene 

Breite besitzt, daß ferner für r=x, g=0 wird, also die Diskontinuitätslinien mehr 

und mehr der reellen Achse, d.h. der Stromrichtung sich annähern (vgl. Abb. 1). 


3. Berechnung der Kräfte beim Flügelprofil. Wenn nun dieses spitz vom 
Ayslinder abgehende Unstetigkeitsgebitt den wirklichen Strömungsverhältnissen bei der 
Kreiskontur wenig entspricht, so wird die Uebereinstimmung zwischen Tbeorie und Beob- 
achtung auffallend günstiger, wenn wir das oben eingeführte Potential durch Vermittlung 
einer konformen Abbildung 

\ :=F($b) 

so auf das Aeußere eines Flügelprofils in der z Ebene übertragen, daß der Verzweigungs- 
punkt oder der hintere Staupuukt auf dem Kreis in die Profilspitze übergeht. Die auf 


den Flügel pro Längeneinheit ausgeübten Kräfte berechnen sich wieder aus der Blasius- 
schen Formel 





» 


. ar | daWı°’as y 
IB-A- Wa — -ell ) - di ie 5 (7), 


2 dz dz 
wo 0 die Masse der Flüssigkeit pro Volumeneinheit bedeutet. Das Integral ist zu er- 


strecken längs des Kreises X, wobei der Spaltungspunkt C als Ausgangspunkt zu nehmen 
ist. Wir erhalten dann mit (3a) 
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pr” 3 ia 2 
b) ‘ ur " 
‚ o ’ R' 4iR?2e?sin«a dc u. 
V—ıß- — u’ I £* dı 2.0.8). 
2 £3 1 1 5) dz 
* 





Mit der Substitution $ —= {'’ Rei verwandelt sich das Integral in m 
’ R | erzia tie”!asina ?aül, ‚+ | e 
Y N) alt, _— ä 0 7 “ R e! 2 l 4. -_ | - “ d “ ( S a). ] 


“.. u ..+ 


L ee +nD? | de id) N 

; \ 

Das Integral ist dann zu erstrecken längs des Halbkreises ABC 

von — bis + (vergl. Abb. 2). Statt des Integrationsweges ABC 





kann man auch ADEFC wählen, weil das dazwischen liegende a je E& 
Bereich keine Pole enthält. Bei einer unendlichen Ausdehnung des | Wa / 
Halbkreises DEF sieht man, daß die entsprechenden Anteile des , / 
Integrals sich aufheben und daß es genügt, das Integral nur längs # 
AD und FC zu nehmen. Setzt man also für den Weg AD, Be 
”— — in und für FC, =in' und führt schließlich statt „’ die reelle D Ersorza 
Variable ? ein, so kommt Abb. 2 
eu s ‘ 9 92 
u 0 uRıana | ne 2ie”'*"sinalt”—1)(3t’ + J u 4; 9), 
ta +1) tt (t? + 1)* dz 


Wir wollen nun der Betrachtung, ohne übrigens damit die Allgemeinheit wesentlich zu 


beschränken, ein Joukowskysches Profil zu grunde legen, das aus dem Kreise durch 
die Substitution 


vo, p° esti N 
Z — - — z ri . . . . . . . . 6 > . ( IV) 
tr 50 
hervorgeht '). Damit die Profilspitze © dem Kreispunkt C: | —= Rt e'* entspricht, müssen 


wır Co — R e'” az p e'? 


setzen. Der Winkel P zwi- 

schen der in die negative a 
-Achse fallenden Zustrom- e N 
richtung und der zweiten 
oder Längsachse des Pro- 
fils kann wieder als natür- 
lıcher Anstellwinkel gel- 
ten, während der Winkel 
“«— p=% zwischen den ae 
beiden ersten Profilachsen eu 
die Wölbung oder Gesamt- 
krümmung des Profils cha- 





Abb. ;, . 


. 


. » . [3 d - . 677 . ”. * 
rakterisiert (vgl. Abb. 3). Wenn wir in $ wieder [= — KR t’e'‘ einführen, ferner die 
ad zZ 


‚m allgemeinen (bei den der Praxis angepaßten Formen) kleine Größe 


Pit Leite 
R R 
setzen, so formt sich das Integral um in 
j 2 r 2 P) /) 2 
c i R ’ "ie — 1) 2ie”'?Asina (t! — 1) (8? +1) ( — es)’ dat 
V-:W=16ou’R sin <( 
! 


(11). 
I? +1) (dt? + 1)! 1? 1)(? —2e+1) 


Wenn wir auf die Kleinheit von & Rücksicht nehmen. so können wir in erster 
Annäherung setzen 


p 4 5) 2 
En ne nn ee : : 
dz nl — ı)@ +1 


') vgl. Wilh. Müller, Zur Konstruktion von Tragflichenprofilen, diese Zeitschrift Bid. 4, 1924, 
S, 419. 
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Durch einfache Partialbruchzerlegung und Anwendung der Rekursionsformel 


> 1 t 2n—3 di 5, 
| - — | + (13) 
(? + 1)" 2 n—3(e + 2)n—2) (+ ! 
ergibt sich weiter 
I 2 J 
(ed — at “— 1)dt y 7 
= s ) - m H == 0,052 
1? 1)? 2 f? (g2 L 1)? 8 I 
| 
& 2. ) 
.—- 1)8 0% +1 | 4 @- 80" +1 14 1 
dt = 0,03, > | | di= —n — 0,006 
Fe N 128 f 2? (0? + 1) 128 
| l 
und daher 
“2 | N) 7 as 9 147 18 | 
VW 16o0u?Rsin «! I— 7 \e- ee ’sın@ 7 ( n—— \e lt ca) 
s 1 2 264 128 5/ J) 


Wenn man auch auf die Kleinheit des Winkels @—= y +5 Rücksicht nimmt, so 
kommt für die Komponenten 


=Seu’Rsin«e=8sepu’Rsio(Y +): ». :» .».... (BB). 


\ y r : ) r [ ‚ ) . \ 
8 sou’'Rsin « 0,064 P_ sin Y-+ | 0,12 0,024 (1 — 2 cos sy) sin @ cos «| 
R | R 


i 


| (16). 


— sou’Rsin(y +3)}0,063  siny + 0,096 sin(y +P)—+0,012 z cosy sin2(Y + \ 
R 


Die Beiwerte für den Auftrieb und Widerstand lauten daher bei der Tiefe 7 


R . \ u 
Ca = 16 „sin(p+P) Er 


C. = 16 „ sin (Y + P) | 9,064 "sing + 0,096 sin (Y + P) + 0,012 = sin2(y + 3) | (18). 
R R ? 


kKliminiett man Y + ß =«, so ergibt sich die Beziehung 


’ . T rn ii) 0) 
Co = 0,064 — siny@a-+ z (0,006 —+ 0,0015 — m Se; ; ° 

Aus diesen Ausdrücken läßt sich zunächst eine qualitative Gesetzmäßigkeit von 
den Formelelementen (Invarianten) des Profils ablesen, wie sie durch die Versuche be- 
stätigt wird. Man sieht z. B., was vom Auftrieb bereits aus der älteren Theorie bekannt 
ist, daß beide Komponenten in dem praktischen Bereiche der Anstellwinkel % mit der 


y.. ’ ’ T T s 
Wölbung 9 des Profils wachsen. Setzt man ferner p = . und k= F +0, wo. Öd ein 
cos 


Maß für die Dicke des Profils bezeichnet, so zeigt die Formel (18), daß z. B. der Wider- 
stand von dicken Profilen im allgemeinen größer ausfällt als von dünnen. Um zu zeigen, 
daß die Koeffizienten für den Auftrieb den Göttinger Versuchsresultaten mindestens 
ebenso nahe kommen, wie die der älteren Theorie entnommenen Werte, daß ferner die 
Beiwerte für den Widerstand von der Größenordnung des Profilwiderstandes sind, legen 
wir das in Göttingen durchmessene Profil 430!) zugrunde, für das etwa folgende Ab- 
messungen zutreiien 


- 


BR = 3,25, T=11,8, p= 2,93 =0,9, 9=1). 


’ 


Um den Vergleich durchführen zu können, haben wir zu den Göttinger Anstell- 
winkeln #' noch den Winkel zwischen der unteren Profilsehne und der natürlichen Längs- 
oder 2. Achse hinzuzufügen, der etwa die Größe 2°’ hat. Dann ergibt sich folgende 
Zahlentafel (siehe S. 17) für die mit 100 multiplizierten Beiwerte C. und C, nach der 
Theorie und den Versuchen. 

Man sieht, daß die Auftriebswerte durchgängig zu groß, die Widerstandswerte zu 
klein ausfallen, wie zu erwarten war. Was den Widerstandswert angeht, so müßten die 
theoretischen Werte noch auf das in Göttingen benutzte Seitenverhältnis A = '/; reduziert, 
ferner noch um einen Betrag vermehrt werden, der mit der Hautreibung zusammenhängt 
und etwa die Größenordnung 1,3 bis 1,4 hat. Zum Zwecke der Reduktion auf das Seiten- 


Vgl. Ergebnisse der Aerod. Versuchsanstalt Göttingen, I. Lief., München-Berlin 1923, S. 88,99, 110. 
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„ i Ca Co 4 e 

> > A n 

(=0) (A=0) Versuch (Versuch 
6,1” 4,1V 22 0,28 14 1,32 
1,6" — 2,6 4 0,55 ’4 1,32 
3,17 — 1,1” t5 0,87 39,6 1,94 

— 1,7 0,3% 56 1.22 15,5 2.39 

0,29 1,80 67 1,68 56,0 3,14 
1,30 3,3" 77 2,19 66,0 1,00 
2,79 8,19 90 2,82 76,8 5,04 
4,20 6,20 100 3,41 87,0 6,33 
5,60 7,6" 111 1.07 96,9 7,44 
8,60 10,60 133 5.07 113,9 10,4 
11,50 13,50 154 7,43 128,0 13,6 
14,5" 16,5" 176 9.54 137,0 [7.2 


verhältnis wendet Witoszynski ein Verfahren an, das hier nur in seinen Grundgedanken 
besprochen werden und in einer besonderen Veröffentlichung des Verfassers nachgeprüft 
werden soll. 

In bezug auf die Kraitwirkung kann die eben betrachtete unstetige Strömung er- 
setzt werden durch eine Kutta-Strömung, der man noch einen hinter dem Profil in 
einem bestimmten Abstand befindlichen Stabwirbel von einer der Zirkulation entgegen- 


gesetzten und absolut gleichen Stärke superponiert. Damit die Grenzbedingungen in der 


Ö-Ebene der Kreiszylinderströmung nicht verletzt werden, muß der innere, die Zirkulation 
bedingende Wirbelkern das Spiegelbild des äußeren in bezug auf den Kreis sein. Im 
Falle des unendlich langen Zylinders wird die Achse beider Stabwirbel ins Unendliche 
gehen. Beim endlichen Zylinder resp. beim Flügel werden sich die beiden -Wirbel zu 
einem Ring zusammenschließen, für dessen Kernlinie angenähert die Gestalt eines Recht- 
ecks angenommen werden kann. Für die Berechnung der Korrektur des Widerstandes 
wird es dann vor allem auf die Bestimmung der mittleren, durch den äußeren Teil des 
Wirbelringes auf die innere Wirbelachse übertragene Abwärtsgeschwindigkeit ankommen. 
Es ergibt sich schließlich, daß man die Widerstandswerte für den unendlich : langen 
Flügel mit einem zwischen 1 und 2 gelegenen Koeffizienten multiplizieren muß, um die 
für die endlichen Flügel zutreffenden Werte zu erhalten. Man sieht schon aus diesen 
Angaben, daß die schließlichen Resultate verhältnismäßig wenig von der Wirklichkeit 
abweichen. 602 


Die atmosphärischen Störungsgleichungen. 
Von V. BJERKNES in Oslo (Norwegen). 


1. Die $törungsgleichungen dynamischer Systeme. Die allgemeine Integration 
der Bewegungsgleichungen dynamischer Systeme ist gewöhnlich überwältigend schwierig. 
Dennoch hat man aber Methoden, die Probleme von den Bewegungen der Systeme an 
zugreifen. Man untersucht bevorzugte Zustände: Gleichgewichtszustände und Bewegungs- 
zustände einfacher Art, wie permanente oder stationäre Bewegungen. Kennt man diese, 
so kann man einen Schritt weiter gehen: man bildet Gleichungen für kleine Störungen 
dieser Zustände, für Störungen des Gleichgewichtes oder der bevorzugten Bewegungs- 
zustände. Diese Störungsgleichungen kann man durch geeignete Voraussetzungen auf 
lineare Form bringen, wodurch sie der Integration mehr zugänglich werden als die all- 
gemeinen Bewegungsgleichungen des Systems. 

In den durchgearbeiteten elementaren Fällen geben die Störungsgleichungen 
Bewegungen von zwei Arten, die analytisch nahe verwandt sind, aber gegensätzlich 
dynamischen Eigentümlichkeiten des Systems entsprechen. In dem einen Falle treten 
Sinusschwingungen auf: das Gleichgewicht oder die bevorzugte Bewegung war dann stabil. 
Im anderen Falle tritt ein exponentieller Abfall von dem Ausgangszustand ein. Dieser 
war dann ein Zustand instabilen Gleichgewichtes oder instabiler Bewegung. 

Ist das System ein materielles Kontinuum, so kommen gewöhnlich Wellen an Stelle 
der Schwingungen. Gleichzeitig wird der früher so schroffe Gegensatz zwischen dem 
Falle der Stabilität und Instabilität weniger ausgesprochen. Selbst im Instabilitätsfalle 


2 
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behält die Bewegung ihren Wellencharakter, aber die Instabilitätswellen haben einen 
anderen Fortpflanzungsmechanismus, und zeichnen sich durch exponentiell anwachsende 
Amplituden aus. 

Für das Angreifen der Probleme von den atmosphärischen Bewegungen nach diesem 
Muster liegt alles zurecht. Wir kennen die Bewegungsgleichungen des Systems, die 
hydrodynamischen Gleichungen; wir kennen den Gleichgewichtszustand, charakterisiert 
durch die barometrische Höhenformel; wir kennen bevorzugte, stationäre Bewegungs- 
zustände, wie die »Gradientwinde«, die durch Gleichgewicht zwischen Druckgradient') und 
ablenkender Kraft der Erdrotation gegeben sind. Endlich gelingt die Ableitung der ent- 
sprechenden Störungsgleichungen ohne Schwierigkeit nach dem klassischen Muster. 

Dennoch hat man aber bis jetzt keine größere Anstrengungen gemacht, auf diesem 
an sich so rationellen Wege vorzudringen. Die Ursache ist offenbar, daß man nicht 
erwartet hat, einen Zusammenhang zu finden zwischen den atmosphärischen Stö- 
rungen im meteorologischen Sinne dieses Wortes, und den mathematischen Lösungen 
der atmosphärischen Störungsgleichungen. Was man auf diesem Wege bisher 
sefunden hat, geht nicht wesentlich über die Helmholtzsche Erklärung der Wogenwolken 
und anderer Erscheinungen der Kleinmeteorologie hinaus. 

Ganz anders steht aber die Sache heute. Es ist jetzt gelungen, die Zyklonenbildung 
synoptisch durchzuanalvsieren. Die Zyklone entsteht aus einem stationären Bewegungs- 
zustand, gekennzeichnet durch zwei an einander grenzende Gradientströme verschiedener 
Temperatur. Und die Natur führt uns bei jeder Zyklonbildung in elegantester Weise die 


Integration der entsprechenden Störungsgleichungen vor. Diejenigen Meteorologen, — sie 
sind wohl immer noch in kleiner Minderheit — die ihre Prognosen nur auf Grundlage 


vollständig durchanalvsierter Karten machen, sind mit diesen Tatsachen wohl vertraut. 
Die von der Natur uns vorgeführte Integration mathematisch nachzumachen, ist 
jetzt eine der wichtigsten Aufgaben der theoretischen Meteorologie. Es ist ein Gebiet, wo 
jetzt die Meteorologen die Mathematiker zu einer fruchtbaren Mitarbeit einladen können, 
Ich werde im Folgenden das allgemeine Prinzip angeben, wie man solche atmo- 
sphärische Störungsgleichungen ableitet, und daran einige allgemeine Bemerkungen knüpfen. 


2. Bezeichnungen. Eine wesentliche Schwierigkeit ist die Wahl zweckmäßiger 
Bezeichnungen. 

Die unabhängigen Variabeln machen zunächst keine Schwierigkeit, sie bleiben 
immer die Koordinaten und die Zeit, &, y, 2, t. 

Die abhängigen Variabeln sind die drei Geschwindigkeitskomponenten, Druck, und 
entweder Dichte oder spezifisches Volumen. Für diese Größen sind drei parallele Reihen 
von Buchstaben notwendig, eine erste für die allgemeine Bewegung, eine zweite für die 
bevorzugte Bewegung, und eine dritte für die Bewegung, die die Störung darstellt. Ich 
habe für die erste Reihe kleine gothische Buchstaben in Anwendung gebracht, für die 
zweite die großen lateinischen, und für die dritte die kleinen lateinischen, entsprechend 
dem folgenden Schema. 











® - Allgemeine Bevorzugte Störungs- 
Abhängige Variable 

Bewegung Bewegung bewegung 

Gescehwindigkeitskomponenten . . 2. 2 2... u, vd, w U,V, W uU, v, W 
I er EEE Y P p 
Dichte . . . . . . R . . n r r R . 1 Q q 
Spezifisches Volumen De ee, de en ee 5 S s 
Funktionszeichen zur Darstellung der Grenzflächen I l f 


Die Atmosphäre soll jetzt aus einer Anzahl Schichten bestehen. Die Grenzflächen 
dieser Schichten bezeichnen wir, von oben gerechnet 


EEE DIET PU Ei > nr 4 TER 
1 bezeichnet also die obere, freie Grenzfläche, n eine beliebige innere Grenzfläche, und 
"+1 die feste Erdoberfläche. Die Schichten zwischen diesen Flächen werden mit den 


I) Drucekgradient. Temperaturgradient usw. beziehen sich nach längst befestigtem meteorologischen 
Sprachgebrauch auf die negativen Ableitungen der betreffenden Skalargrößen. Bedauerlicherweise ging 
aber die Eindeutigkeit des Gradientbegriffes verloren als seinerzeit die schon im Voraus an Ueberzahl 
von Bezeichnungen leidende Vektoranalysis um die grad-Bezeiehnung für die positiven Ableitungen 
von Scealargrößen bereichert wurde. 
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entsprechenden römischen Zahlen bezeichnet, so daß jede Schicht durch dieselbe Zahl 
wie ihre obere Grenzfläche bezeichnet wird 


LE..M8--.:R.. | 20.2. (b). 


M und N sind also zwei beliebige Schichten, getrennt durch die Grenzfläche n; R ist 
die unterste Schicht 

Größen, die nicht mit einer Schicht, sondern mit einer Grenzfläche zu tun haben, 
werden genügend spezifiziert durch Hinzufügen eines Index der Reihe (a). Dies ist be- 
sonders der Fall mit den Funktionszeichen f, F, f, die zur Darstellung der Grenzflächen 
dienen. So ist DB, 5 ee 


die Gleichung der Grenzfläche n in der allgemeinen Bewegung, und 
FELD N... er te 
die Gleichung derselben physikalischen Grenzfläche, wenn die bevorzugie Bewegung vorliegt. 
Die Größen, die sich auf eine Schicht beziehen, werden mit dem hoch angebrachten 
Schichtindex (b) versehen. So werden zum Beispiel die Störungsgrößen der Schichten M 
und N beziehungsweise 


MM ; VM V V N N N V | 
Frei EEE, EEE, ur — ne i (®) 
und die speziellen Werte dieser Größen an der Trennungstläche n: 
MM MM M VW M NN, NN N. n 
VO Par Gar Bu Hu 2,0 3 ur ii (I). 


Wie schon angegeben, werden wir im folgenden solche allgemeine, nicht im voraus 
spezifizierte Bewegungen betrachten, die als die Summe einer bevorzugten Bewegung und 
einer Störungsbewegung dargestellt werden können. Also sollen für alle Indizes die 
folgenden Relationen gelten: 


W=-U+u,r=-V+vWw=-W+u, p=-P+p, I=Q+q, 3=S-+s, I=F+f (gg). 
Zum Verständnis der letzten Relation zwischen den Funktionszeichen T, F, f sei bemerkt, 
daß man die Gleichung fn (&,y,2, 8) = 0 nn eo 


als Ausdruck der Störung auffassen kann, durch welche die Fläche (d) in die Fläche (e) 
übergeführt wird. 


3. Die Gleichungen der nicht spezifizierien Bewegung. Wir denken uns 
das rechtwinklige Koordinatensystem ganz beliebig gelegen. Die Schwerebeschleunigung 
hat dann die Komponenten g;, 9,, 9: längs den Achsen, und die Winkelgeschwindigkeit 
der Erde die Komponenten $2,, £2,, $2.. Zur Darstellung der Massenfelder wird das spezifische 
Volumen statt der Dichte benutzt. Das hat im folgenden gewisse rechnerische Vorteile. 
Die Eulerschen hvdrodynamischen Gleichungen lassen sich dann schreiben: 


Bi IM /ou () @ 
EA w(— +2 2.) er nz 
cıt or On O2 x do! \ 
od od ; «!Y I» eoYy r 
+ ul F2 8.) + —+W 2 2.)=- —- I —g wi 
c’t (Ir j ıy (2 Ooy a 
Om om Om om op \ 
+1 —2R8,)+V r2 2.) +0 = —8-t—g | 
ot ()r en Oz ()2 i 
en oın 8 MET el eoıNY «!Ww e 
4 1 tv n 1% x ( t- + —=(_. ; : . (b Fa 
ce)? Or ey ()2 )r O'y ()2 
a een Ze VER 


Die Bewegungsgleichungen (a) sind in etwas ungewöhnlicher Form geschrieben, insofern 
als die $2 enthaltenden Erdrotationsglieder auf die linke Seite gebracht sind. Das gibt 
den nachfolgenden Rechnungen eine nützliche Symmetrie. Bringt man sie auf die rechte 
Seite zurück, so wird hier die »ablenkende Kraft der Erdrotation« in gewöhnlicher Form 
auftreten. Mit Rücksicht auf die folgenden Rechnungen ist ebenfalls die Kontinuitäts- 
gleichung (b) in entwickelter Form geschrieben. 

Die Gleichung (c), die die Barotropie der flüssigen Schicht sichert, kann von Schicht 
zu Schicht verschieden sein, wodurch das Gesamtsystem baroklin'') wird. Fir das Gesamt. 

!) Zu dieser Terminologie vergleiche meine Abhandlung: Cireular Vortex .... Geofysiske Publi- 
kationer, Kristiania 1921, oder auch Appell: Trait@ M&canique Rationelle. Tome III, Troisicme Fdition. 
Chapitre XXXVII: Fluides Baroclines, Paris 1921. 
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system sind deshalb die inneren und äußeren Grenzflächen von wesentlicher Bedeutung. 
Die äußere Grenzfläche ist durch die Gleichung 


f (x, Y,2%, !) —= . . . F . . . . (d) 


gegeben. Für die Geschwindigkeit der Pen Fiüssigkeitspartikelchen 
gilt dann zunächst die kinematische Grenzflächenbedingung 


Ar 
ul i + pl ja + wi rare 
( Ö Y U2 
Ist diese Grenzfläche eine freie aa so nehmen wir an, daß an ihr der Druck 
konstant sei. Der Druckgradient muß dann längs der Normale der Fläche fallen, welches 
sich durch die folgenden drei Gleichungen ausdrückt: 
Op! of, bee Op! of, -. Op! of, - pt of en op! of Bi op ofı un M). 


Oy )z Oz yo ’ Oz Or Or 02 ’ Ox Oy Oy Or 


Wir betrachten darauf die innere Grenzfläche Nummer n, gelegen zwischen den 
Schichten M und N. Ihre Gleichung sei 


Ma,yz.t)=0 . . DE DE 
Hier gilt dann eine Gleichung der Form (e) für die Partikelchen sowohl der Schicht M 
wie der Schicht N, die an der Grenzfläche ur 


Of, of Of ai Of 4. af, dr 
M n M n i M n N In N n 

_ ne. \ -— ff) \ — Br WR a) = == |) ke R 

dr 2m U, 3. rt In dy W, d, =(, =y + ‚+ + W a, (h) 


Ferner darf an der Grenzfläche keine a auftreten. Analog (/) drückt sich 
diese Bedingung darch die folgenden Gleichungen aus: 


bu au Of, ( Ip () 1) ra) In (- =) a f. (F u e) fn 
— ni n m - — 0) > — abe — ———— 
’ 


== = | 


Iy 3)yJ/ 07 Öz 02) Oy Oz 02) 9x Ox 92) dz l 
( ) =) of, _ er 2 d, , = (i). 
Or O2J/dy Oy oy J dx 
Zu den Bezeichnungen sei hier bemerkt: nach vollführter Differentiation sollen in den 
Ausdrücken a % die speziellen Werte der Koordinaten &, y, 2 substituiert 
werden, die nach (g) der Grenzfläche n angehören, so daß eine vollständigere aber doch 
nicht notwendige Bezeichnung () (3) ... sein würde. 


Ganz unten, als Untergrenze der untersten Schicht R haben wir die unbewegliche 
Fläche 


+1 (x, Y, z) = U . . . . . . o . . . (j), 
wo die kinematische Grenzflächenbedingung die Form 
‚Of, ‚of ‚Ofr \ 
I) Bi. ZUR ni. SUP 1. ... 2 Wr (k) 
Ir oY O2 


annimmt, während der Druck keinen besonderen Bedingungen unterworfen sei. 


4. Die Gleichungen der bevorzugten Bewegung. Wenn wir nicht speziell 
angeben, wodurch sich die bevorzugte Bewegung besonders auszeichnen soll, gilt genau 
dasselbe Gleichungssystem für diese Bewegung, wie für die nicht spezifizierte Bewegung. 
Also, indem wir überall die großen lateinischen Buchstaben statt der früheren kleinen 
gotise hen schreiben, ergeben sich die eigentlichen Bewegungsgleichungen: 


OU OU . ou U OP 
+U +1 ( 2.) + Ir (© + 28) = —$ — (m 
cf ı)ır oy )z ; Br) r 
ı) V „{OV ‚837 R ıd3V ‚ur 
. bh T ( — 2 2.) + ) + u vr ö 2 2.) = en S \ 5 (Js * [3 ( a). 
ot Or Oy 2 Vy nz 
OHM oW OW OM OP 
+ ( 22,) + ( +2 2.) Ww = — IS —g 
of )x ‚oy O2 Or 
08 08 ‚IS „Os ‚(Yu ,9v 09% 
+ Hr + Ws, ++): 
ar; Ir Iy O2 Or Oy er 
Ss (P) i . 4 A ; : : ö s : (e). 


Dann die Gleichungen für die freie Oberfläche: 
BED ER . 5 en 





Band 7, Heft 1 


Februar 1927 Bjerknes, Die atmosphärischen Störungsgleichungen 21 
OF OF ‚OF or 
tr ent, . . 38. 
ot Ox OYy oz 
ap! Or, OP! OF, R OP!OR, oPIOF) OP!Or, opldr, 0 ®) 
oy ar — Fiy® Oy Eu Oz 9x Oz 0x2 TEA Öx Iy Oy Or Si ; 
Weiter die Gleichungen für eine beliebige innere Grenzfläche: 
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Für die Bezeichnungen gilt dieselbe Bemerkung, die zu den entsprechenden Gleichungen 
3 (ij) gemacht wurde. Endlich wird man an der unteren unbeweglichen Grenzfläche 
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haben. 

5, Die allgemeinen S$Stiörungsgleichungen. Ich betrachte jetzt eine Bewegung, 
zusammengesetzt nach dem Schema 2(g) aus der bevorzugten Bewegung und einer 
Störungsbewegung. Die Ausdiücke 2 (g) werden dann in die Gleichungen des Ab- 
schnittes 3 eingesetzt, und 

1. dadurch vereinfacht, daß die bevorzugte Bewegung den Gleichungen des Ab- 
schnittes 4 genügt, 

2, dadurch, daß alle Produkte der Größen «,v, w, s,p in den räumlichen Ablei- 
tungen derselben Größen außer Betracht gesetzt werden, und ebenfalls die Produkte 
dieser Größen in den räumlichen Ableitungen der Funktion f. 

Für die Funktion 8 der endlichen Gl. (3 c) verwenden wir die Taylorsche Ent- 


a3 K a8 das un er 
wicklung s=S + 3% p, wo wir offenbar a durch - oder S’(P) ersetzen können, s0 
c dp 


daß S = s' (P) Pp- 
Es ergibt sich dann das folgende Schema der Hauptgleichungen 
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Dazu kommen als Gleichungen für die gestörte freie Oberfläch 
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Weiter die Gleichungen für eine gestörte innere Grenzfläche der Nummer v: 
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Endlich hat man an der unteren unveränderten und unbeweglichen Grenzfläche 
D 1 . 
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Zu den obigen Gleichungen (f) und (i) ist noch Folgendes zu bemerken: eigent- 
a OP en ME 
lich sollten hier in den Ableitungen ‚. +. die Koordinatenwerte substituiert werden, 
Oy 


die der resultierenden gestörten Grenzfläche angehören. Wir ergänzen aber die An- 
nahme (1) und (2) durch eine dritte: daß es genügende Annäherung gibt, wenn man 
lie Koordinatenwerte der entsprechenden ungestörten Fläche der bevorzugten Bewegung 
einführt. 

Nach diesem Schema kann man nun die Störungsgleichungen für jede beliebige 
bevorzugte atmospbärische Situation aufschreiben, vorausgesetzt, daß man die Atmosphäre 
in barotrope Schichten I, II, IIl,... . aufteilen kann, die durch sonst beliebig geformte 
Grenzflächen von einander getrennt sind. 

Will man weiter verallgemeinern, so kann man jede Schicht baroklin annehmen, 
indem man in sämtliche Gl. (c) die Temperatur als unabhängige Variable neben dem 
Druck einführt, und die nötigen ergänzenden Gleichungen oder Voraussetzungen thermo- 
dynamischen Ursprungs einfübrt. Die Integrationsaufgaben werden sich aber dabei sehr 
erheblich erschweren. Es bleibt bis auf Weiteres eine wesentliche Vereinfachung, das 
Barokline nur durch die Grenzflächenbedingungen einzubringen. 


6. Bevorzugte Bewegung spezieller Natur; Zwei an einander grenzende 
geradlinige Gradieniwinde. Die vorhergehenden allgemeinen Gleichungen werder 
wir als Beispiel auf den denkbar einfachsten Fall anwenden: Den in Frage kommenden 
Teil der Erde wollen wir eben annehmen, und das Koordinatensystem mit der z-Achse 
vertikal legen, so daß g. = y, = 0 und 9: —= y. Wir nehmen nur zwei atmosphärische 
Schichten an, I und II, und die bevorzugte Bewegung soll aus den zwei längs der x-Achse 
serichteten unveränderlichen Gradientströmen I und II bestehen. Die Variablen der bevor- 
zugten Bewegung sind dann die Folgenden: 

ul U! („z), VI} 0, WI!=o, pl=Ppl („2, SI=S! (yz) 
ul zuly,z, vo Wi=zo, PpI=Pl(y„z2, sU=sl(y2). 


Die Gleichungen 4, (a), (b), (e) reduzieren sich dann auf 
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Diese Formeln geben die inneren Zustände in den beiden Gradientströmen an. 
Für die freie Oberfläche, die jetzt ebenfalls nur von den Koordinaten y und 2 ab- 
hängen darf, geben nun die Gleichungen 4 (d), (e), (f) 


Fi (y, 2) = 0 NL. en Wu 
EEE u het. 5 (e), 
OF OF - 
2, U! -+(—-g9+2%, U) wi ee 
og . Oy er 
Es handelt sich also um eine Regelfläche mit Erzeugenden parallel der x Achse. Erinnert 
, OF OF ' . r 1% 
man sich, das | " und proportional den Richtungskosinussen der Normalen zur Fläche (d) 
08 ( Y 


sind, so stellt der negativ genommene (Juotient des letzteren mit dem ersteren die Tangente 
des Winkels © dar, den die Tangentenebene der Fläche mit der Horizontalebene x y 
bildet. Also ergibt sich die bekannte Formel 
2 2, u! 
ig () = — isn zyi . A ; i } . o (f); 
darin kaun man unter den in der Atmosphäre herrschenden Verhältnissen gewöhnlich 
das Glied 22, Ul im Nenner neben g vernachlässigen. 
Für die innere Grenzfläche, die ebenfalls nur von y und z, nicht von & und 
abhängen kann, ergeben die Gleichungen 4, (g), (h), (i) 


F; (y, u) —=V). . . ) . : i . } . . . (g), 
7 a Se" Ze ar Br vr Per 


9,(% ” En -|el a )- 28 3 allym 0 (i) 
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Die letzte Gleichung gibt wieder den Neigungswinkel © der Fläche mit der Horizontalen. 
Man erhält RR 3 2, Uv!_sIulh (an 

2 g (sl z sm _22,(Uv!_ siu!) 1). 
Setzt man hier in der ersten Annäherung das $2, enthaltende Glied im Nenner außer 
Betracht, was man bei den bedeutsamen Diskontinuitätsflächen tun kann, die durch einen 
sroßen Sprung S! — S!! des spezifischen Volumens, also der Temperatur, gekennzeichnet 
sind, so reduziert sich diese Formel auf die bekannte Margulessche. Die Fläche hat 
in allen Höhen nur dann dieselbe Neigung, und reduziert sich also nur dann auf eine 
schiefe Ebene, wenn die Differenz SU! — s!IuU!! zu der Differenz SI— sH in kon- 
stantem Verhältnisse steht. Im Falle der Inkompres#ribilität tritt dieses bei konstanten, 
von y und z unabhängigen Werten von U! und Ull ein. Unter den wirklichen Ver- 
hältnissen der Atmosphäre wird aber die Diskontinuitätsfläche nur bei ganz bestimmten 
Windverteilungen mit der Höhe eine einfache schiefe Ebene werden. 

Am horizontalen Boden 

- 0 


Q 


wird die Bedingang 4 (k) identisch erfüllt. 


7. Störungen der Grenzfläche der beiden Gradientwinde; einfachste 
Gleichungen der Zyklonenbildung. Auf die betrachteten Gradientwinde soll nun 
eine Störung überlagert werden, so daß die folgende Gesamtbewegung besteht: 


yl Fa ul + ul, yl BEER v!. wi Zum; w!, pl p! +p!, Sl u sı + sl, 
wit nl En ul, Ya ie vll mil u wll, pil in +pi, Bi m si + sl. 


Innerhalb jeder Schicht I und II sollen dann die Gleichungen 5 (a), (b), (e) erfüllt werden, 
die sich jetzt auf die folgende Form reduzieren: 
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Dann werden die Gleichungen für die gestörte freie Oberfläche 5 (d), (e), (f) 
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Weiter werden die Gleichungen für die gestörte innere Grenzfläche 
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Am horizontalen Boden endlich, wo 
BD: %: = re (j), 
führt die Gleichung 5 (k) zum Verschwinden der vertikalen Geschwindigkeitskomponente 
BE een Eu Ra Di (k). 


Nach diesen Gleichungen müssen nun die Störungen an der Grenzfläche unserer 
beiden Gradientströme einsetzen, von den kleinsten Kräuselungen, die die Bildung der 
Wogenwolken aufklären, zu den großzügigen Störungen, die in die Zyklonenbildung 
hineinführen. Mit der Integration dieser Gleichungen, sowie der allgemeineren wo man 
krummliniee Gradientströme zugrunde legt, wird der Fortschritt der theoretischen dyna- 
mischen Meteorologie innige verbunden sein. 


8. Die wichtigsten Vereinfachungen des Problems. Auf die völlig allgemeine 
Lösung der im vorigen Abschnitte gestellten Integrationsaufgabe, mit den dazugehören- 
den Grenzflächenbedingurgen, wird man vielleicht noch lange warten müssen. Man muß 
mit den einfacheren, leichter angreifbaren Spezialfällen anfangen. Die wichtigsten Vor- 
aussetzungen, die — vereinzelt oder miteinander verbunden — zu wesentlichen Verein- 
fachungen führen, sind die Folgenden. 


I. Man setzt den Einfluß der Erddrehung außer Betracht. Alle Glieder, die 
enthalten, verschwinden dann aus den Gleichungen. Eine wichtige Folge davon ist, daß 
alle Grenzflächen der bevorzugten Bewegung in horizontale Ebenen übergehen, die die 
horizontale Erdoberfläche nicht schneiden. 


>», Man setzt die Horizontalbewegung der Schichten außer Betracht: U’= U" = 0. 
Also der bevorzugte Zustand ist ein Zustand des Gleichgewichtes. Auch dann werden die 
ungestörten Grenzflächen horizontale Ebenen, selbst wenn Erddrehung mitgenommen wird. 


3. Man nimmt an, daß man in den Bewegungsgleichungen die vertikale Beschleu- 
nieung und die Vertikalgeschwindigkeit neben den entsprechenden horizontalen vernach- 
lässigen kann. Man kommt dann zu dem Falle, daß die Wellen lang im Vergleich zur 
Dicke der Schichten sind. Dies ist besonders wichtig, weil man dabei alle Erscheinungen 
der Kleinmeteorologie, wie die Bildung der Wogenwolken, wegschneidet, und sich auf das 
Hauptproblem der in die Zvklonenbildung hineinführenden Störungen beschränkt. Wenn 
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man in der Vereinfachung dieser Art möglichst weit geht, kommt man zu dem quasi- 
statischen Zustand, wo für jede einzelne Vertikale die Gleicbgewichtsgleichung, also die 
Barometerformel, gültig ist. 


4. Man setzt die Kompressibilität außer Betracht, so daß man mit einem konstanten 
spezifischen Volumen innerhalb jeder Schicht rechnen kann, und nur eine plötzliche 
Aenderung dieser Größe an der Schichtgrenze zuläßt. 

Im Falle 1 kommt man auf die klassische T'heorie der Wellen an äußeren und 
inneren Grenzflächen, die, meistens unter Hinzuziehung einer oder mehrerer der Bedin- 
gungen 2, 3, 4, vielfach bearbeitet worden ist. Man begegnet Wellen der zwei bekannten 
Typen: die stabilen Wellen, die sich unter Erhaltung ihrer Höhe fortpflanzen, und die 
Instabilitätswellen, die unter exponentiellem Anwachsen der Amplituden konvektiv von 
den Strömen mitgeführt werden. Ein für das Zyklonenproblem unzweifelhait wichtiges 
Resultat ist das Folgende: Wenn man die Kompressibilität beibehält, und Wellen betrachtet, 
die im Vergleich zur Dicke der Schichten lang sind, so kommt man, bei Schichtdicken 
und Temperaäatursprüngen, wie sie bei Zvklonen vorkommen, auf Fortpflanzungsgeschwindig- 
keiten, die denen der Zyklonen gut entsprechen, vergleiche Tabelle I S. 28 der oben 
zitierten Abhandlung »Circular Vortex«. 

Der Fall 2 ist auch integrierbar, jedenfalls in Verbindung mit 3 und gibt 
eine erste Vorstellung, wie sich das Eingreifen der Erddrehung in den Mechanismus der 
Wellen gestaltet. Solange die Periode kurz ist im Vergleich zur Periode der Trägheits- 
kreisbewegung, verhält sich die Welle ganz wie eine gewöhnliche Welle, und die einzelnen 
Partikelchen laufen in Ellipsen herum, die in der Vertikalebene enthalten sind. Je mehr 
die Periode zunimmt, um so mehr legen sich aber die elliptischen Bahnebenen schief. 
Sobald dann die Periode der Wellen mit der Periode des Umlaufes in der Trägheitsbahn 
zusammenfällt, wird der Orbitalumlauf horizontal und kreisförmig Die Welle wird gleich- 
zeitig unendlich lang, indem jeder Phasenunterschied wegfällt: Die ganze Bewegung löst 
sich in einen gleichphasigen Trägheitsumlauf sämtlicher Partikelchen auf. Jedes Partikel- 
chen bewegt sich wie ein freier Punkt unter der Einwirkung einer einzigen Kraft, der 
ablenkenden Kraft der Erddrehung. Der Druck greift nicht in die Bewegung ein. Eine 
solche Bewegung, wo der Druck überhaupt nicht regulierend eingreiit, ist selbstverständ- 
lich in unserer Atmosphäre nicht realisierbar. Dennoch ist aber die Lösung wichtig als 
ein erläuterndes Beispiel zur Charakterisierung der Erdrotationswirkungen, und Elemente 
dieser eigentümlichen einfachen Lösung wird man selbstverständlich in allen allgemeineren 
Lösungen wiederfinden, wo die Erddrehung mitwirkt. 

Die ernstlichen Schwierigkeiten fangen erst an, wenn man keine der vereinfachenden 
Voraussetzungen 1. und 2. macht. Aber erst dann findet man die schiefe Diskontinuitäts- 
fläche, die die Erdoberfläche schneidet, also die Verhältnisse, unter denen man auf den 
synoptischen Karten die Zyklonenbildung beobachtet. In diesem Falle empfiehlt es sich, 
bei den einleitenden Integrationsversuchen möglichste Vereinfachungen durch die Voraus- 
setzungen >. und 4. zu erzielen. 


9. Charakter der allgemeinen Lösung. Wenn man auch die allgemeine Lösung 
mathematisch noch nicht besitzt, so kann man sich doch ein Bild davon machen. Die 
entsprechenden qualitativen Ueberlegungen, mit Ausgangspunkt in den bekannten Lösungen 
und in experimentell und empirisch feststehenden Tatsachen über Wellenbewegung, habe 
ich zweimal durchgeführt!). Gewisse Hauptergebnisse dieser »Wellentheorie der Zyklonen- 
bildung« sind die folgenden: 


I. sie führt zu dem qualitativ richtigen Stromlinienbild mit dem dazugehörigen 
Druckbilde für die jungen, noch nicht zusammengeklappten Zyklonen; 


») 


2. sie erklärt, warum die Partikelchen nördlich der Diskontinuität zyklonisch 
umlaufen müssen, eine Eigentümlichkeit, die umso überraschender ist, als es ein Umlauf 
entgegen dem im freien Trägheitskreise ist, aber deshalb auch um so beweiskräfltiger, weil 
Shaw und Lempfert eben diesen Umlauf nördlich der Bahn des Druckminimums 
gefunden haben’); 


] a : “4% .ö a P R „ . . 
) Vergl. die zitierte Abhandlung Circular Vortex, p. 20 —31 und 70— 79 und weiter: V. Bjerknes: 


le Probleme des Cyelones, Journal de Physique, Paris, November 1925. Dieser Wellentheorie der 
/yklonenbildung entsprechende Modelle einer Zyklone befinden sich im Geophysikalischen Institut der 
Iniversität Leipzie und im Institut für Strömungsforschung zu Göttingen. 

%) Shaw and Lempfert, Life History of Surface Air Currents, London 1906. 
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3. sie erklärt, warum die Fortpflanzungsrichtung die einseitige ist, die im allge- 
meinen geren Osten führt. 

Eine andere Theorie der Zvklonenbildung, die dieses alles leistet, ist mir nicht 
bekannt. 


Die Einwände, die gegen diese Wellentheorie der Zyklonenbildung erhoben worden 
sind, beruhen meistens darauf, daß man: 


I. die Wirbeltheorie nur in der speziellen Helmholtzschen Form kennt (Erhaltung 
der Wirbel, barotroper Fall) nicht in dem allgemeinen Fall der Wirbelbildung und Wirbel- 
vernichtung (barokliner Fall); das einzige Lehrbuch, das meines Wissens diese allgemeine 
Theorie aufgenommen hat, ist das oben zitierte, Appell: Trait& de M&canique rationelle, 
Tome III, Troisi@me [dition, Paris 1921, Chapitre XXXVII, Fluides Baroclines); 

2, daß man aus diesem Grunde den vollen Zusammenhang zwischen Welle und 
Wirbel nicht aufgefaßt hat, der so intim ist, daß eine Wellentheorie der Zvklonen immer 
eine Wirbeltheorie bleibt. Umgekehrt wird man auch nie bei den in der Atmosphäre 
herrschenden Verhältnissen angeben können, wann der letzte Rest des Wellenstadiums 
aufhört und die reine Wirbelbewegung eintritt. 


10. Zur Fortsetzung der Arbeit. Die »Wellentheorie der Zyklonenbildung« hat 
vielfach zu Diskussionen und Meinungsäußerungen Anlaß gegeben, die ziemlich unfruchtbar 
verlaufen sind, teils aus den oben erwähnten speziellen Gründen, vor allem aber weil man 
nicht darauf aufmerksam gewesen ist, daß es sich um eine mathematisch wohldefinierte 
Aufgabe handelt, die uns unmittelbar von der Natur selbst gestellt ist. Es gibt in der 
dynamischen Meteorologie keinen Weg, der um diese Aufgabe außen herum führt. Nach- 
dem jetzt die präzise mathematische Formulierung der Aufgabe vorliegt, wird hoffentlich 
jede Unklarheit über die Natur des Problems verschwunden sein, so daß die nützliche 
positive Arbeit einsetzen kann. 

Für diese Arbeit gibt es zwei Wege. 

Der eine ist der mathematische: immer allgemeinere Lösungen der atmosphärischen 
Störungsgleichungen zu suchen. Dabei sei gleich folgendes bemerkt. Für das allgemeine 


Studium der atmosphärischen Störungsgleiehungen — noch ohne Gedanke an Spezial- 
integrationen eignen sich wohl die nicht spezialisierten Gleichungen des Abschnittes 5 


am besten, oder solche Spezialfälle derselben, die ihre volle Symmetrie bewahrt haben. 
Man bemerke in dieser Verbindung, daß sich die allgemeinen Störunrgsgleichungen des 
Abschnittes 5 in einfache Vektorform konzentrieren lassen. Wenn man dann zu Spezial- 
fällen übergeht, ist es nicht im voraus sicher, daß der bier explieite behandelte Fall, wo 
geradlinige Gradientströme zu Grund gelegt werden, auch der wirklich einfachste sein wird. 
Krummlinige Gradientströme, die sich der wirklichen Gestalt der Erde anschließen, kommen 
der Wirklichkeit näher, und bieten gleichzeitig mathematisch den Vorteil, das die ganze 
Erscheinung dem endlichen Teil des Raumes angehört. In diesem Falle führt man am 
besten geographische Koordinaten ein, und gelangt zu dem einfachsten Fall dieser Art, 
wenn die Diskontinuitätsfläche den Erdboden längs eines Parallelkreises schneidet, längs 
der idealen Helmbholtzschen »Polarfronte«e. 


Der andere Weg ist der empirische: auf den synoptischen Karten so genau wie 
möglich zu verfolgen, wie uns die Natur die Integration der atmosphärischen Störungs- 
gleichungen vorführt. Diese Arbeit wird, wenn sie vollwertige sein soll, nicht weniger 
beschwerlich sein, als die mathematische. Ein erster ernster Versuch einer solchen Arbeit 
ist die von Bergeron und Swoboda: »Wellen und Wirbel an einer quasistationären 
Grenzfläche über Europa«, Veröff. d. Geophys. Inst. Leipzig, 2. Serie, III, H. 2. Nur wer 
Gelegenheit gehabt hat, es selbst zu sehen, ahnt, welche Mühe eine solche Arbeit kostet. 
Aber ohne konkrete Arbeiten dieser strengen Gewissenhaftigkeit wird man nicht vorwärts 
kommen. Arbeiten dieser Art werden von unschätzbarem Wert sein für die richtige Führung 
der parallelen mathematischen Untersuchung. Besonders ist folgendes zu beachten: die 
Störungsgleichungen sind, um mathematisch handlich zu werden, auf lineare Form reduziert. 
Sie können deshalb nur die Gesetze eines Durchgangsstadiums geben, solange die Störungen 
noch klein sind. Nur die empirischen Untersuchungen können aber entscheiden, bis zu 
welcher Grenze die für kleine Störungen gefundenen Gesetze sich auch für große gültig 
erweisen werden, und wo man die noch schwerere mathematische Arbeit mit den 


ei 


Gleichungen für endliche Störungen anzufangen hat. 68: 
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Berechnung des Schlupfes 
beim Rollen deformierbarer Scheiben. ) 
Von HANS FROMM in Berlin. 


ie Anregung zu vorliegender Arbeit gaben die Versuche zur Reibung fester Körper 

an zylindrischen Reibungstrieben, welche Herr G. Sachs während meiner Tätigkeit 

am Festigkeitslaboratorium der Technischen Hochschule zu Berlin dort an der von 
Herrn Professor Dr. Eugen Meyer entworfenen Versuchseinrichtung ausführte. Im An- 
schluß an diese Versuche unternahm ich selbst mit Genehmigung von Herrn Meyer die 
experimentelle Ermittlung der Abhängigkeit des Schlupfes von der Normalkraft beim 
Fehlen einer Umfangskraft, deren Ergebnisse qualitativ den erwarteten Beziehungen ent- 
sprachen. Das Streben nach einer quantitativen Erfassung der Zusammenhänge führte 
zu der vorliegenden Arbeit, deren Wert weniger in einer für praktische Bedürfnisse 
brauchbaren Formel zur Berechnung von Reibungstrieben als darin zu suchen ist, daß 
sie Anhaltspunkte dafür liefert, wie man sich die Vorgänge an der Berührungsfläche auf- 
einander abrollender elastischer Scheiben vorstellen darf. 

Das Problem der Berechnung des Schlupfes für beliebige Belastungen bei voll- 
kommen elastischer Deformation ist soweit gelöst worden, wie dies ohne Benutzung der 
L,ösungsmethoden der Integralgleichungstheorie möglich erschien. Für den Fall gleicher 
Elastizitätskonstanten der beiden Scheiben kann in diesem Rahmen eine Lösung durch- 
geführt, für den Fall verschiedener Schubmoduln vorbereitet werden. Ueber den Gang 
der Berechnung vergleiche die Bemerkungen am Schlusse von 2, 


I. Einleitung. 
1. Definition und Zerlegung des Schlupfes. Einteilung der Berührungs- 


fläche. Zwei deformierbare Körper von ursprünglich kreiszylinderförmiger Gestalt mögen 
so gegeneinander gedrückt und gleichzeitig gedreht werden, daß die im Raume fest- 
stehenden Achsen der Zylinder einander parallel sind und daß eine Energieübertragung 
von der einen Scheibe auf die andere stattfindet. Die Scheibe, welche in der Berührungs- 
fläche mehr Energie abgibt als sie dort aufnimmt, heiße die »treibende Scheibe«, auf sie 
bezügliche Angaben seien durch den Index »1« gekennzeichnet, während die in der Be- 
rührungsfläche mehr Energie aufnehmende Scheibe als »getriebene Scheibe« bezeichnet 
werde und auf sie der Index »2« Bezug haben soll’). 

Der Bewegungs- und der Deformationszustand der Scheiben möge als ein stationärer 
vorausgesetzt werden in dem Sinne, daß beide in jedem Punkt des ruhenden Raumes un- 
abhängig von der Zeit sind. Jede Scheibe für sich vollführt eine periodische Bewegung, 
da sie sich nach Ablauf einer gewissen Zeitstrecke Z wieder in derselben Lage und 
auch demselben Zustande der Deformation befindet wie zu Beginn. Dieser Zeitstrecke 
kommt die Bedeutung der Periode oder Umlaufszeit zu und ihr entsprechend kann man 
die »Winkelgeschwindigkeit der deformierbaren Scheibe (0: — — bzw. 0, =) ein- 

4 2 
führen, welche für den Grenzfall der Starrheit mit der in iiblicher Weise für starre Körper 
definierten gleichnamigen Größe identisch wird. 

Unter diesen Voraussetzungen’) besteht ein einfacher Zusammenhang zwischen der 
Geschwindigkeit und der Verzerrung an einem beliebigen Punkte der Scheibe. Ist r der 
ursprüngliche Abstand des Punktes von der Achse und & die Dehnung, welche ein ursprüng- 
lich senkrecht zur Achse tangential eerichtetes Bogenelement an der betreffenden Stelle 

') Als Dissertation zur Erlangung der Würde eines Doktor-Ingenieurs der Technischen Hoclı 
schule zu Berlin vorgelegt. Referenten: Prof. Dr. Eugen Meyer, Prof. Dr. 4. Hamel. 

Meinem hochverehrten Lehrer, Herrn Geheimen Regierungsrat Professor Dr. Eugen Meyer, 
spreche ich hierdurch meinen besten Dank für die Förderung meiner Arbeit durch sein ständiges In- 
teresse an ihrem Fortgange aus. Weiter danke ich Herrn Dr.-Ing. G. Sachs für wiederholte Anregungen 
und Herrn Professor J. Jahn, Danzig, für das freundliche Entgegenkommen. mit dem er mir sein Ver 
suchsprotokoll zur Verfügung stellte. 

?) In dem physikalisch möglichen Falle, daß beide Scheiben treibend sind, soll die Wahl (der 
Indizes offen bleiben. Dieser Fall triıt unter den im folgenden gemachten Voraussetzungen nicht ein. 


3?) Diese sind z.B. bei gleichförmizer Drehung von Scheiben aus isotropem homogenem elastischem 
Material erfüllt. 
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erfährt, so ist die Geschwindigkeit durch ©o= ro (1-8) gegeben. Denn anstelle eines 
Bogenelements von der ursprünglichen Länge ds, wird bei stationärer Bewegung in dem- 
selben Zeitelement dt die gedehnte Länge ds—dso (1 +8) zurückgelegt und "= rw 


würde die Geschwindigkeit bei starrer Scheibe sein. Es ist bemerkenswert, daß die Ver- 
zerrung, abgesehen von der tangentialen Dehnung &, etwa durch die Aenderung des 
ursprünglichen Mittelpunktsabstandes r auf die Größe von » keinen Einfluß hat. 

Für einen Punkt der Berührungsfläche sind die Radien der Zylinder (R, und %,) 
einzusetzen, so daß hier 

vs = Rı vw (1+&) und » = Ro (1+8&) .. ... 0 

gilt. Bei ebener Verzerrung der Scheiben sind diese Geschwindigkeiten einander parallel, 
so daß die Gleitgeschwindigkeit in dem betrachteten Randpunkte durch v,=vı — vy ge- 
geben ist. 

Nun bedeute wz° die zu », gehörige Winkelgeschwindigkeit der getriebenen Scheibe, 
die vorhanden wäre, wenn beide Scheiben als starre Zylinder aufeinander ohne Gleiten 
abrollten, so daß also 


Rı ©, = I 8; 
ist. Als »Schlupf« sei dann der Wert 
o"—a Raw —Ry,wa _Rı w, — Kg wg 
= 9" . Ra 3 u [On 


bezeichnet. Man findet aus (1), wenn & gegen 1 vernachlässigt wird, 
s= pr + (&s rm & ) = $, — €: . . o j . . . . (2), 
1] (dj 

womit eine Zerlegung des Schlupfes für jeden Punkt der Berührungsfläche in einen 
Gleitschlupf« s, und einen »Formänderungsschlupf« s. gegeben ist. 

Die Gesamtheit der Punkte der Berührungsfläche, für die s,= 0 ist, bildet das 
»Haftgebiet«, der Rest der Berührungsfläche das »Gleitgebiet«. Eine weitere Teilung 
des Gleitgebietes danach, ob s, 0 ist, fällt mit einer Einteilung nach dem Vorzeichen 


der durch Reibung erzeugten Tangentialspannung zusammen, da hier die Richtung der 
Reibungskraft mit der Richtung der Gleitgeschwindigkeit wechselt; nach diesem Gesichts- 
punkt zerfällt aber auch das Haftgebiet und damit die ganze Berührungsfläche in drei 


ry\ ” . . r . > . . . . “ 
Teile, je nachdem die Tangentialspannung £-0 ist. In demjenigen dieser Teile, welcher 


das Gleitgebiet mit s, > 0 enthält, wird Energie von der treibenden auf die getriebene 
Scheibe übertragen, in dem Teile, welcher das Gebiet mit s, <[0 enthält, in umgekehrter 
Richtung, wobei der erstgenannte Energiebetrag nach der Definition der treibenden 
Scheibe überwiegt, in Punkten mit ?=0 findet keine Energieübertragung statt. Im 
Gleitgebiet treten Reibungsverluste ein, im Haftgebiet dagegen nicht. 

Nach der gegebenen Definition ist der Schlupf eine für den Rollvorgang als 
Ganzes charakteristische Größe, in dem er das verhältnismäßige Zurückbleiben (oder 
Voreilen) der getriebenen Scheibe kennzeichnet. Für den Formänderungsschlupf gilt 
dies nur im Haftgebiet, während er, ebenso wie der Gleitschlupf, im Gleitgebiet von 
Punkt zu Punkt veränderlich ist. Im Gegensatz zu dieser Zerlegung des Rolischlupfes 
in zwei variable Glieder mit konstanter Summe, welche zur mathematischen Formulierung 
von Randbedingungen zweckmäßig erscheint, finden sich in der Literatur') zahlreiche 
Einteilungen und Definitionen von abweichender Bedeutung mit ähnlichen Namen, auf 
welche hier nicht näher eingegangen werden kann. 


2. Das Problem und seine Randbedingungen. Die Annahme, daß sich die 
beiden aufeinander abrollenden Körper in einer Fläche berühren, ist an die Voraussetzung 


I, O0. Reynolds, On Rolling-Frietion. Philos. Transact. of the Royal Soc. of London, Vol. 166, 
(1876), S. 155 uf. 

J. Jahn, Die Beziehunren zwischen Rad und Schiene hinsichtlich des Kräftespiels und der Be- 
werungsverhältnisse Z.d. V.D.I 62 (1918), S. 145. 

Stiel, Theorie des Riementriebs. Berlin 1918, S. 73. 

I. Glimbel, Wer ist der wirklich Blinde? Berlin 1920, 

S. Fuchs, Gleit- und Rollwiderstand der festen Körper. Phys. Zeitschr. XXII (1921), S. 214. 

G. Sachs, Versuche über die Reibung fester Körper an zylindrischen Reibungstrieben. Diss, 
Berlin 1923, S. 11. und diese Zeitschr. Bd. 4 (1924), Heft 1, S. 14, 15. 
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geknüpft, daß Abweichungen der wirklichen Oberfläche von der in die Betrachtung ein- 
geführten Gestalt, d. h. also Rauhigkeitserhebungen sehr klein gegenüber der Ausdehnung 
der Berührungsfläche sind. Nun wird man solche Erhebungen stets annehmen müssen, 
selbst wenn sie nur von der Größenordnung der Atomabstände sind. Im allgemeinen 
wächst aber die Berührungsfläche mit der Anpressungskraft von Null aus; die obigen 
Betrachtungen haben also erst von einer gewissen Minimalkraft ab Gültigkeit, welche mit 
der Rauhigkeit der Oberfläche und der Härte des Materials wächst, mit der Krümmung 
der Oberfläche abnimmt!'). 


Im folgenden soll stets eine solche Beschaffenheit der Materie und ihrer Oberfläche 
und eine solche Belastung vorausgesetzt werden, daß die Annahme einer Berührungs- 


läche berechtigt ist. Dann dürfen auch die Ausführungen der vorigen Nummer An- 
wendung finden. 


Es soll nun versucht werden, unter geeigneten Annahmen den Schlupf eines Roll- 
triebes in Abhängigkeit von der in der Berührungsfläche wirkenden Kraft zu berechnen. 
Nach Gl. (1) und (2) kommt dies auf die Ermittlung des Zusammenhanges zwischen den 
Verzerrungen und Gleitgeschwindigkeiten in der Berührungsfläche hinaus, der von 
Reynolds ?) qualitativ untersucht und an Gummiwalzen beobachtet wurde mit dem Er- 
gebnis, daß ein Haftgebiet in der Mitte der Berührungsfläche von zwei Gleitgebieten mit 
s,> 0 eingeschlossen wird. 


Die Verteilung von Haftgebiet und Gleitgebiet über die Berührungsfläche wird 
außer von den Versuchsbedingungen besonders davon abhängen, welchem Gesetz der 
Reibungskoeffizient u folgt Ist dieser von der Gleitgeschwindigkeit », derart abhängig, 
daß nur für «= 0 auch v,— 0 ist, wie es z. B. nach Ver- 
suchen von Jakob °) vermutet wurde, so kann man erwarten, 
daß das Haftgebiet in eine »llaitlinie« (oder mehrere) aus- 
artet, welche die Grenze zwischen zwei Gleitgebieten ist. —— 
Im folgenden soll die Annahme gemacht werden, daß der 


treıbende Scheibe 


un / 
Pd 





SI 
Betrag des Reibungskoeflizienten « im Gleitgebiet den kon- ni N es 
stanten Wert « habe, im Haftgebiet aber 0 < u <= 1 sei. vr 

Dann existieren im allgemeinen Haftgebiete und Gleitgebiete getriebene Scheibe 

von endlicher Größe. Bezeichnen » die normalen Druck- Abb. 1. 


spannungen am Umfang der Scheiben und ? die schon er- 


I) Bis zu dieser Grenze, die oberhalb der Bruchgrenze liegen kann, mögen Ueberlerunzen von 


Vorteil sein, wie sie u. a. bei Brix (Ueber die Reibung und den Widerstand der Fuhrwerke auf Straßen. 
Berlin 1850, S. 159) zu finden sind, der sich das Rollen auch als ein sich wiederholendes Herausheben 
eines Polygons aus stabilen Gleichgewichtslagen vorstellt. Sie können unter geeigneter Abänderung 
s. Brix) auch Anwendung finden, wenn zwar die Annahme der Berührungsfläche und die Vorstellung 
der damit auftretenden Erscheinungen berechtigt ist, der weiteren, insbesondere mathematischen Behand- 
lung aber Schwierigkeiten durch grobe Inhomogenität des Materials entstehen. wie dies z. B. bei faseriger 
oder grobkristalliner Struktur der Fall ist, oder bei Härteunterschieden, die dureh Herunterwalzen 
ursprünglich vorhanden gewesener großer Rauhigkeiten oder sonstige Finflüsse entstanden sind. 


Es darf wohl darauf hingewiesen werden, daß die Vorstellunz des »Heraushebens« aus einer 
Gleichgewichtslage zunächst nur den Widerstand beim Anfahren erklärt. Darauf aber wird durch das 
»Fallen«e Energie frei. die zunächst in Formänderungsarbeit umgesetzt wird. Sind die Formänderungen 
vollkommen elastisch, so kommt es zu Schwingungen und es bestehen nur die beiden Möglichkeiten, 
daß entweder nach einer gewissen Zeit die Schwingungsenergie konstant bleibt, also ein Rollwiderstand 
nicht existiert, oder daß infolge der ständig geleisteten Rollarbeit die Schwingungsenergie unbegrenzt 
wächst. Die erste Möglichkeit wird man auf Grund der Erfahrungen ausschließen dürfen, bei der 
zweiten werden die Amplituden der Schwingungen sich in den Grenzen der elastischen Deformation 
halten können, solange ein Weitertransport der Energie durch die Oberfläche außerhalb der Berührungs- 
fläche an die angrenzende Luft oder andere Körper möglich ist. Wenn demnach die Erklärung des 
Rollwiderstandes durch vollkommen elastische Formänderungen allein nicht unmöglich erscheint (verel. 
hiergegen R. v. Mises, Dynamische Probleme der Maschinenlehre, Enz. d. math. Wiss. Pd, IV, Art. 10 
1911), S. 202, Anm.), so wird man doch auch — wenn nieht sogar in erster Linie — mit unvoll- 
kommener Elastizität zu rechnen haben, und zwar mit Nachwirkungserscheinungen und bleibenden Form- 
änderungen. Entsprechendes gilt übrigens für die Versuche, die gleitende Reibunz durch elastische 
Formänderungen in den Gleitflächen zu erklären, gleichgültiz ob man sie sich mit Borsten oder mit 
sonstigen Unebenheiten bedeckt denkt. 


*) O, Reynolds, a.a. O0. 


>) Ch. Jacob, Ueber gleitende Reibung. Diss. Königsberg, Leipzig 1911. 
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wähnten Targentialspannungen, welche bei Scheibe 1 entgegen der Bewegungsrichtung, 
bei Scheibe 2 in Richtung der Bewegung positiv gerechnet werden (Abb. 1), so ist außer- 
halb der Druckfläche 


57 


p= t— U, 
im Gleitgebiet — mp für ,>0 und /= op für ,<o (3). 
im Haftgebiet = up w<Zu<w und ,—=0, alsos—es = & — & = konst.!) 
Eine weitere Randbedingung lieiert die Be- 
Ä 1y ziehung zwischen den Verschiebungen und Koordi- 


naten der Punkte der Berührungsiläche und den 
Radien der beiden Zylinder‘). In zwei rechtwink- 
ligen Koordinatensystemen, deren laage zu den nicht 
deformierten Scheiben aus Abb. 2 ersichtlich ist, 
seien &ı,%ı bzw. x,» Koordinaten zweier Rand- 
punkte vor der Deformation, welche infolge der De- 
formation auf der Berührungsfläche zusammeniallen, 
ferner ,, und 7 ihre Verschiebungen in Richtung 
ihrer positiven y-AÄAchsen, so lautet die Beziehung 
unter Vernachlässieung der Verschiebungen in Rich- 
tung der x Achsen 7ı + 92 + yı + ya = 0. Setzt man 
noch nahe am Ursprung näherungsweise 





a* x? 
/ Mr 42 =— . 
s 2 Rı 2 R93 
% wobei vierte und höhere Potenzen von (x) gegen 
177 I vernachlässigt sind, so ergibt sich die Randbedin- 
Abb. 2. gung in der Form 
j = un . = . . . . . . . . (4). 
ie \ R; Fa 2 
Die Ausdrücke i , u 
Ip-dF md IJt-dF.. 2. 0% 006 ww Ash 


“ 


in denen F die Projektion der Berührungsiläche auf eine zu den y- Achsen senkrechte 
Ebene ist, liefern mit großer Annäherung die Y- und X-Komponenten der von der ge- 
triebenen auf die treibende Scheibe übertragenen Kraft, welche als »Preß- oder Normal- 
kraft« und »Umfangs- oder Tangentialkraft« bezeichnet werden sollen. Als dritte Rand- 
bedingung muß dann gelten, daß auf die Zylinderachsen Kräfte und Momente wirken 
sollen, die an jeder Scheibe mit der Normalkraft und der Tangentialkraft im Gleich- 
eewicht sind. 

Die Formänderungen in größeren Entfernungen von der Druckfläche wird man 
als elastische betrachten dürfen. Dagegen lassen Versuche üvper den Schlupf?) und der 
Umstand, daß im allgemeinen Gleitungen in der Berührungsfläche vorkommen, vermuten, 
daß bei jedem Rollvorgang plastische Deformationen stattfinden. Es soll nun unter einem 

wesentlich elastischen Rollvorgang« ein solcher verstanden werden, bei dem höchstens 
die Rauhigkeitserhebungen der Öberflächen durch Normal- und Reibungsspannungen 
plastisch verformt werden, wie dies etwa durch eine Theorie der Reibung gefordert 
werden könnte, aber so, daß die Gestaltänderungen der gedachten Oberflächen einer 
elastischen Verformung der Scheiben entsprechen. »Wesentlich plastisch« dagegen soll 
ein Rollvorgang heißen, wenn plastische Verformungen auch an solchen Stellen entstehen, 
deren Entiernunzen von der Berührungsfläche von der Größenordnung der Breite dieser 
Fläche sind '). 


Vergl. hierzu auch die allgemeinen Betrachtungen von Gümbel, a.a. 0. 8.57. 
‘, Verzl. H. Hertz. Ueber die Berührung elastiseher Körper. Gesammelte Werke Bd. I, Leipzig 
1895. S, 155ff, oder Journal für reine und angew. Math. Bad. 92 (1881), S. 156 fl. 
Verel.z B. Jahn. aa. ©. S. 146, und besonders Sachs, diese Zeitschr. Bd. 4 (1924. S. 28. 
!) Der wesentlich plastische Vorgang dürfte bei nicht spröden Materialien mit hinreiehend großen 
Kräften i der Berührungsfliche verwirklicht werden können Die Möglichkeit wesentlich elastischen 
Rollens hänet dazeren weit mehr von der Rauhigkeit der Oberflächen ab, da hierzu verhältnismäßig 


kleine Kräfte notwendize sind. die aber noch die Bedingune der Minimalkraft erfüllen müssen. Für 
Kräfte mittlerer Größe wird man »komplizierte Rollvorgänge« annehmen müssen, die ebenso wie das 
Rollen bei Unterschreitnng der Minimalbedingung (*Holpern« einer exakten Berechnung schwer zu- 
gänglich sein werden. 
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Hier soll nur der Fall wesentlich elastischen Rollens unter der Voraussetzung näher 
untersucht werden, daß das Hookesche Gesetz hinreichend genau erfüllt ist. Diese schließt 
also die Annahme ein, daß trotz großer Verzerrungsgeschwindigkeiten der Einfluß der 
elastischen Nachwirkung gering ist. Ferner sollen Massenkräfte 





vernachlässigt werden, wodurch die Lösung für einige Punkte ya e 
unendlich große Verzerrungsgeschwindigkeiten ergibt. Schlieb- De PS: r. 

lich sollen die Scheiben als nach beiden Seiten unendlich lang | / at 
anrenommen werden, wodurch ein Problem ebener Verzerrung | v RAP 
entsteht. Insbesondere wird man ohne großen Fehler die Deh- 1% c Er = 
nung in achsialer Richtung Null setzen dürfen. Bedeuten nun a e 
in bezug auf ein rechtwinkliges Koordinaten-System x, y, in Abb. 8. 


üblicher Weise £, n die Verschiebungen, 9,, 0,, 0, die Normal- 

spannungen, 7,,, die Schubspannungen (vergl. Abb. 3), ferner @ den Schubmodul und m 
die Poissonsche Konstante, so lauten die elastischen Grundgleichungen für den vor- 
liegenden Fall: 


' = ce'ıy ’ & ’ıy 
rl 
eo - (I)9 () ce) » (ey 
0, = I (7 — . i 6 ) (7 ' 
\ 4 m 2 \ Y 2 6 
() & ()Y \ 
Ta, —=G | Tr = Toy = 0 
Vy (0) 
und umgekehrt 
VE (m — 1) 0, — 0 or ı— 1) 0, Oz 
€ wer . € = zu / 
37 2» Gm Oy Gm : i i (6 a). 
(© = konst —= 0 gesetzt) 
Unter den angegebenen Voraussetzungen ist für den Spezialiall «u = 0 eine Lösung 


des Problems in der Theorie der Berührung elastischer Körper von Hertz bekannt. Für 
diese Theorie bedeutet die Nichtberücksichtigang der Nachwirkung und der Massenkräfte bei 
ruhender Belastung natürlich keine Vernachlässigung und auch die Vernachlässigung der 
Reibung in der Berührungsfläche würde keinen Fehler mit sich bringen, wenn der Rei- 
bungskoeffizient mit der Geschwindigkeit nach Null geht. Zur Lösung des Problems unter 
Berücksichtigung der Reibung wird hier folgender Weg eingeschlagen: Es werden die 
Verschiebungen der Punkte einer vollen Kreisscheibe ermittelt, wenn an einem Punkte 
ihres Umfanges eine Einzelkraft entweder radial nach innen (Fall I) oder tangential (Fall II) 
wirkt und im Mittelpunkte jedesmal durch eine Gegenkraft und im Fall II außerdem durch 
ein Moment das Gleichgewicht gehalten wird. Aus der im Sinne der klassischen Elasti- 
zitätstheorie exakten Lösung werden bequemere Näherungsiormeln für die Verschiebungen 
der Randpunkte in der Umgebung des Angrifispunktes der Kraft gewonnen. 

Sodann werden die Randkoordinaten der Berührungsfläche (jetzt auch Druckfläche 
genannt) und die beiden Funktionen p und ? der Koordinaten in dieser, welche die Druck- 
spannungen und Reibungsspannungen bedeuten sollen, als Unbekannte eingeführt. In 
Abhängigkeit von diesen werden unter Benutzung der Lösungen für Einzelkräfte durch 
Integralbildung die Verschiebungen in der Druckfläche dargestellt, welche den Randbe- 
dingungen genügen müssen. Durch Kombination mit diesen entstehen zwei Integralglei- 
chungen für die Funktionen p und {. 

Sind die Elastizitätsmoduln der beiden Scheiben einander gleich, so kann eine 
Lösung der geeignet vereinfachten Gleichungen unter Benutzung des Ergebnisses der 
Hertzschen Theorie der Berührung angegeben werden. Anderenfalls gelingt eine Zurück- 
führung der beiden Gleichungen auf eine Integralgleichung. 


II. Deformation einer Scheibe durch Einzelkräfte am Rande. 


In diesem Abschnitt soll nach den Gewohnheiten bei Behandlung ebener Probleme 
nur ein Querschnitt eines Zylinders, also ein Kreis betrachtet werden, und dementsprechend 
soll unter einer Kraft, welche in einem Punkte der x, yEbene wirkt, der Anteil einer 
längs einer zur Zylinderachse parallelen Geraden gleichmäßigen Kraftverteilung verstanden 
werden, welcher auf die Längeneinheit dieser Geraden entfällt. 


3. Verschiebungen durch eine Normalkraft (FallI). Eine Kraft ? im Mittel- 
punkte C' eines Zylinderquerschnittes möge mit einer Kraft (= P) im Randpunkte B des 
(Waerschnittes im Gleichgewicht sein, während der übrige Rand spannungslos ist. Die 
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BR Verzerrungen und Spannungen zu diesem Belastungsfall (I) können 

eh FE nun durch Superposition dreier Zustände gewonnen werden, zu 

/ A deren Darstellung drei Koordinatensysteme &, y; r, ® und e, © ein- 
/ | 7 geführt werden sollen, deren Lage aus Abb. 4 hervorgeht. 

u Der erste Zustand entspreche der Wirkung einer Kraft P 


in C auf die unbegrenzte x, y-Ebene. Seine Verschiebungen 
können, wie aus der Theorie der Verzerrungskerne bekannt ist, 
durch 

P» m 


p=- ‚sind cos vd | 
8Sn(km—1)QG 


Ir 





2. (7) 
„= rg % 
n(m—1)G 





(3 m — 4) In r -- m cos? 0] 


gegeben werden. Zu diesen gehört |nach den Grundgleichungen (6)] die Spannungsverteilung 


P N . sin F 
O0, == | m — 2) —- 2m cos‘ Va 
Tore r 
u 
P ’ r u. a1 AR FI 
0, = + im 2) + 2m sin? i ; . ; * (8). 
ı (m —1 r 
P a. m COS F \ 
7 —_ (m uno 2) — I m sın“ u 


ı zms(m—1). r 


Man überzeugt sich leicht von der Richtigkeit dieser Formeln, indem man aus der &, y 
Ebene ein beliebiges den Punkt (C enthaltendes Gebiet durch eine geschlossene Kurve 
herausschneidet und für diese aus (8) die Randspannungen ermittelt. Integration über 
den Rand ergibt eine Resultierende, welche mit Pin © im Gleichgewicht ist. 

Der zweite Zustand entspricht der Wirkung einer Kraft Q in B auf die durch y > 0 
gegebene Halbebene und kann durch die Verschiebungen 


- Q | 2 { I E { i / 1 () 2 N - 1 9 Q| a\ 
o= | c + sin Jcos 9, w= |2- - In o-+cos? & I 
2nG|L m 2 < ZnrQG L m J 

dargestellt werden, zu welchen die »einfache radiale« Spannungsverteilung 
E m sin >00 ,x sin © 20 ,;, 2 cos 
6 - e con? (-) R GO, zu sın“ () R Iny = sın“ ) (10. 
I oO 7T 0 7T [0 


gehört. Zur Prüiung der Richtigkeit ist hier ein Gebiet in der Halbebene zu wählen, 

dessen Rand den Punkt B enthält und in B die r-Achse zur Tangente hat, also z. B. eine 

Halbkreisfläche, deren gerade Begrenzung auf der x-Achse liegt und durch B halbiert wird. 
Wendet man die Transformation 

0, = 0,008? 0 + 6, sin’® + 7,,,2 sin OD cos d ) 


(11) 


(vergl. Abb. 3) auf die Gl. (5) und (10) an, superponiert die Ergebnisse und setzt Q— ?’ 
und =R, so erhält man die Randspannungen 


7,9 = T,,, (cos? $ — sin? ®) + (0, — 0,)sin# cos) 


ne: Zu ] p " bi 
u Be | sin’ —1|, 7R,) = 00, . TiB), 
2zn RL2m—1 En 2 R2(m—ıi) 
welche die Superposition der beiden beschriebenen Zustände liefert. Dabei ist zu beachten, 
m ö i T A sin 1 r no 
daß für die Randpunkte = +-V=2: () ist und — auch für oe > 0 gilt (Abb. 4). 
0 :. 


pi - 


x 


Als dritter Zustand muß nun ein solcher gewählt werden, welcher überall stetige 
Verzerrungen und Spannungen besitzt und durch Superposition mit den beiden ersten 
Zuständen die Erfüllung der Randbedingung liefert, daß dıe Randspannungen überall Null 
sind. Den dritten Zustand kann man sich also dadurch erzeugt denken, daß man den 


(Juerschnittskreis am Umfange durch Spannungen belastet, die durch (12) nach Umkehrung l 
der Vorzeichen dargestellt werden. Diese Spannungen (sie mögen (12*) heißen) sind am ' 


Kreise im Gleichgewicht, weil die Spannungen (12) mit P und @ im Gleichgewicht sind, 
P und Q@ aber selbst wieder ein Gleichgewichtssystem bilden. Die zu (12*) gehörige 
stetige Spannungsverteilung im Kreise kann also nach Formeln von Hertz!) berechnet 
werden, wie folgt: 


I) H. Hertz, Ueber die Verteilung der Druckkräfte in einem elast. Kreiszylinder. Ges. Wke. Bd. I 
Leipzig 1895 S, 283 oder Schlömilchs Zeitschr. f. Math. u. Phys. Bd. 28 (1385), S. 125. 
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Bezeichnet p die Spannung auf dem Umfang im Punkte U (R,0 +9) mit den 
Komponenten 6=pcos(p, R) und r— —psin(p, R), so wirkt in dem Aufpunkte A (r, 9) 
an dem Flächenelement mit der äußeren Normalen n ein Sparnungsvektor, dessen Kom- 
ponente in Richtung »» von Hertz mit M,„ bezeichnet wird und nach ihm den Wert hat 
Bezeichnungen nach Abb. 5): 

2r 2r 


2R »*'Ccos(p, 8) cos (n, m) 
M,. = .[? pP", 008 (n,s) cos (m, s) dQg — -Ip-cos(p,Rk):dy. 


Mi x en 


Ö 0 
Wegen p:cos(p,s)=0:cos(R,s)+r:sin(R,s) wird mit elementaren Umformungen 
2r 2r 
0 () 

Für die radiale Zugspannung ©, in A haben nun nr und m 
die Richtung von ?7, für die tangentiale Zugspannung 0% sind n 
und m gleichgerichtet, aber senkrecht auf vr, und für die Schub- 
spannung 7,,% sind n und r gleichgerichtet, aber senkrecht auf m. 
Für diese Fälle läßt sich also cos (n,s):cos (m,s) leicht durch 
R,r, sing und cos ausdiücken. Für o und z in (13) sind nun 
die Werte aus (12*) zu wählen, wobei jedoch an Stelle von 9 
jetzt ($ +9) zu setzten ist. 

Die Lösung der Integrale in (13) bietet nun keine Schwierig- 
keiten mehr. Das Ergebnis lautet: 


TT 








P m r i = Abh. 5. 
01, — l — - sin VO 
2a R 2(m—1) R 
pP [ > m Rn 1 4 im 
Y—= 11 — sind |, td = cos. 
2nRl 2(m—1) R | 2nk 2(m-ı) R 


Damit ist auch der dritte Spannungszustand bekannt. Ihm entsprechen Dehnungen in 
radialer und tangentialer Richtung von der Größe [vergl. Gl. (6a)| 


(m — 1) 0, — 0% p m — 2 I—m r a 
m = 12 — + . + 8inV | 
2G@Gm 8trt@R m m—1i R 
P „.m—?2 3m—Air , 
& — —— .| 2 — — sin |. 
Sst@R m m—1 R | 
Denkt man sich den Mittelpunkt € festgehalten, so wird die radiale Verschiebung eines 
Punktes A(r, 9) } 
R | E 
pP m—?2 r 4—-m/r\® ., ] 
U — €. dr = — . | 4 — + ( ) sın oO y 
na m R m—1\R | 
0 


co 
Für Punkte der AÄngrifisgeraden von P und Q ist cos9—=0, also ge 0 und 

( 
,,#5=0, d.h. die Gerade BC erleidet durch den dritten Spannungszustand keine Krüm 
mung, wie es wegen der Symmetrie zu erwarten war. Fordert man nun, daß diese 
(serade bei der Belastung der Scheibe durch die Spannungen (12*) keine Drehung um 


den festen Punkt C ausführt, so findet man für die tangentiale Verschiebung v des 


1 O0v 
Punktes A(r,#) wegen 9 = - 9 “ den Wert 

f da F 

y 

P P 5 nd . 2 

v -| (9 — u) dd = Se | ) cos". 
lb m-1 R}. 
- r/? 


Die Verschiebungen zum dritten Zustand in Richtung der Achsen des Koordinatensystems 
',y können also durch | 


= ucosd — vsin# 
P m—2r 3m—4(r\’, ., A 
En 1? ad — — ( sin cos 2 
S7tG m R n — 1 R \ \ 
) (14) 


„on =usin® + vcosV" 


pP [,m-2r , Sm—4/r\?,., bm—4 (r\ 
= [2 - sind — 2 — ( ) sin?d + — ( ) 
3st@ m R m— | R 2('m—1)\R 


dargestellt werden. 
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Die Summen = +%H+hb und Yy—npr+No+ m 
von (7), (9) und (14) geben zu Belastungsfall I gehörige Verschiebungen — abgesehen 
von einer Translation und Rotation der starren Scheibe an. Sie lauten: 
m — 2 TI - m—?2 r a! 
\4 (9 — ) +4sin® cos ) + 2 ’ cos Ü 
. P m 2 m R 
ia 8nG m 3 m—4 r u j 
| + ( sin” cos vd \ 
m — 1] m — 1 R J 
(1). 


3 m — Mm 


| o t Ms; R p 
Ino — 4 c0s?9 In —+ 2 „sin 9, \ 
1 > 


m L 


m—4 er om bm— 4 r .,°® 
e ( 'sin’d 4 | ) \ 
ö 1 m | R j m — 1 2 (m — |] R 


4. Verschiebungen durch eine Tangentialkraft 
am Rande (Fall II). Die Kräfte X im Mittelpunkt C eines 
Kreises und Z im Randpunkte B mit zur v-Achse parallelen 
Angrifisgeraden mögen ein Kräftepaar bilden. Ein Moment 
M in C soll ihnen das Gleichgewicht halten, während der 
Rand spannungslos ist (Abb. 6). Die Behandlung dieses Be- 
lastungsfalles (II) kann analog dem Vorgehen beim Fall | 
durch Superposition von vier Zuständen erfolgen 

Für den ersten der alleinigen Wirkung von A in der 
eanzen Ebene entsprechenden Zustand lassen sich Verscbie- 
bungen und Spannungen aus den Gleichungen (7) und (8) 
dadurch erhalten, daß man an Stelle von 





Lu 


<P5 ir, e, F, 0 ’ “ 
Abb. 6. N 
entsprechend »,, Sw ÄK, DB. 8. 6 
‘) 
einsetzt. Man erhält 
. I [3 il \ 77 . \ | K 7 5 ( 
ER | -Inr+ sina’d|ı, = sin d cos V 
stG | m | m— 1 sum m | 
und 
K " COS Nu 
6 ae 2) + m cos“ 0] . 
tt (m 1 r 
K a 34 COS J 
eo, (m 2) +2 msin’vV 
In (m 1) r 
IN a4 sin ıF 
T., = - (m 2) 4-2 mcos’V|- 
inm— 1 f 


Zu der Randkraft ZL in B gehöre der zweite Zustand mit den Verschiebungen in 
der Halbebene der positiven 


: I, m — 1 a L [m —2 7ı . u 
em 12 In o + sin’ © |, NL. (9 — sin ) cos 
YIn@G E IT N | 210 G Mm 2 | 
und den Spannungen 
>L j cos M) - cos M 2L m sin 0) 
0, — cos? 9) ; (,=- sin? @) , y=— cos’ ) e 
IT oO IT 0 7TT oO 


die sinngemäß aus Gl. (9) und (10) gewonnen werden können. 
Dem Moment M—K-R in C kann der dritte Verschiebungs- und Spannungs- 
zustand von besonders einfacher Form zugeordnet werden: 


u M sin I M cos I 
SM : „M=— 
InG r ınG Tr 
oder in Polardarstellung 
M M K-R 
u—0, tv=- und = N—l, r9— „— 
InG:r a3nr" Zr“ 
Für die Randspannungen, welche durch Superposition dieser drei Zustände ent- 
steher, findet man nun ähnlich wie bei Fall I mittL=K 
KW m K in 


On cos". ft - sin® . . . (15). 
2 R2 (m 1) ?nR 2 (m | 
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Der stetige vierte Spannungszustand, der zwecks Erfüllung der Randbedingung den drei 
anderen noch zu überlagern ist, folgt also aus Gl (13), wenn man für o und 7 jetzt die 
Werte einsetzt, welche sich aus Gl. (15) durch Umkehrung der Vorzeichen und Ersatz von 
* durch (# -+.q4) ergeben. 

Er wird durch 


K m r ’ NK m 1 ’ 
0,—- -—-c08%, = — 3: — 008 V 
2n R2 (m 1 R 2?ntnR2(m—1) I 
K m RE 
de sin v 


2nR2m—VI 
dargestellt und ist mit den Dehnungen 


KW 4 IL fi IK 3 m I fi 
. rCOSsUV, + —— ® ” cos Ü 
StmGk' m—I1 Sr GR m | 


verbunden, Bei feststehendem Mittelpunkt C wird also die Radialverschiebung des Punktes A 
9) 


b) 


hi — 
( je 


4 


/ 
I I .\? ’ 
u=|..dr= : . (2) cos", 
. 16 7 @G ‚8 ne 1 R 
v0 


‘— 0 und 7,9% — 0, d.h. diese 


y 


Für Punkte der Angrifisgeraden von X ist sin! = 0, also 


Oa 
Gerade erleidet durch den vierten Spannungszustand keine Krümmung. Würde sie auch 
keine Drehung um C erfahren, so wäre die Tangentialverschiebung des Punktes A (r, ") 


- KK Bm—Afr\’. 
"— (7 9 ud) — . ( ) sind. 
I6n@G m — 1 R 
0 
Die Verschiebungen für diesen Zustand in Richtung der Achsen und y sind dann durch 
“ K r\?2? | 4—m Im-4 „sa K r\: 3m—4. 
So ( + sin’W# |, wWo=— ( ) sin 9 cos d 
iıtmw@\R 2m —1 m — 1 suw@G\R m — 1 


gegeben. Damit sind auch zum Belastungsfall II gehörige Verschiebungen bekannt. Sie 
werden abgesehen von einer Translation und Rotation der starren Scheibe durch die Summen 


Bi Ne in \- 


sn=sk+t Cr -+°u + 00 und Nır= NK } nr H nm- Non 
dargestellt, also durch 


nn en die 3m—4 
EM 8 Ino —4sin? 9) +" In » / 
© Ze [N m m — |] \ 
st@ m 3m—4/r\?] t— m r\°“ R 
e4 + — ( -sin’O + | ) -2-- sind \ 
m — 1 nn — | R = (m — 1) R re 
; (Il). 
m— 2 JT . 
u (9 _ + 4 sin 9) cos © / 
N I\ ) m 2 
lı = a 
TI r m 3 m ni N 2 d . R 
Pas EM. | sin" cost — 2 cos \ 
m— | m — 1] R ] r 





| 5. Verschiebungen der Randpunkte nahe der x-Achse. Die Gleichungen 
(I) und (II) verlieren bekanntlich nicht nur in den Polen B und C, sondern auch in einer 
gewissen Umgebung derselben ihre Gültigkeit, weil erstens eine Ueberschreitung der Pro- 
portialitätsgrenze sicher stattfinden würde, zweitens aber Dehnungen von kleinerem Werte 
als — 1 auftreten müßten, was kinematisch unmöglich ist. Um C denke man sich einen 
hinreichend großen Kreis als Querschnitt einer Welle. welche auf den nun vorhandenen 
inneren Rand der Scheibe die durch die Gl. (I) bzw. (II) geforderten Spannungen über- 
trägt. Anstelle einer Belastung durch eine Einzelkraft in B tritt bei der Berührung mit 
einer zweiten Scheibe eine verteilte Belastung durch Spannungen in der Druckfläche, 
welche sich infolge der physikalischen Unmöglichkeit von Polen in solcher Größe ausbildet, 
daß auch die Bedingung für die Dehnungen erfüllt ist, und durch geeignete Beschränkung 
der ein können dann auch die Spannungen im Propoıtionalitätsbereich gehalten 
werden. 


Zur einfacheren Darstellung der Verschiebungen der Randpunkte in der Umgebung 


des Punktes B sei nun der Winkel } — +90 (Abb. 4) eingeführt, dessen Wert auf dem 
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Rande A— 2: wegen 0<Q)<r auf 0=A<2.r zu beschränken wäre. Statt dessen 
erscheint es hier vorteilhafter, den Winkel A im Intervall - a </A<+n, also links und 


7T . 
rechts von B zu gebrauchen, nur muß man dann ? (9 - -) —A Tr setzen, je nachdem 


,=-"0 ist. Für den Rand gilt aber weiter 


4 
- 


[4 





0=|2R- sin a == 2 BR’ (1 cos A) 
L Ei 
(aus Abb. 5 wegen r—= R), also 
u ar AR A 
In (0°) = In (AR? I”) — 
12 1440 


In dieser Entwicklung und in denen für sinA, cos}, sinA-cos} und cos?’A sollen für 
Punkte in der Nähe von B zunächst die Glieder mit 4? und höheren Potenzen vernach- 
lässigt werden, während solche mit A? vorläufig noch beibehalten werden, damit ihr Ein- 
luß auf die Veränderlichkeit der Verschiebungen mit A abgeschätzt werden kann. Für 
die Randpunkte in der Nähe von B ergeben sich damit aus (I) und (II) die Verschiebungen 




















“ 2 Be 23 o “ 4 - \ 
Syı= } (FR) +2 U 
2076 ! Mm 2 m \ | 
’ „,? (la) 
P m — 1 239 I9 m —7 sw | 3» m—1 ) 13 m“ — 24 n+ 9 
ıBI= N PR. In (RP?) + A+ In (R°, — 
ZnG m 12 m ı8(m—1) sm m—|1) | 
a K — 1 u 1lm+1 +, 3m—4 ! 3m |] 
Bl] = 5 .\ = In (2° 4°) u :-1'—+ un In(AR°) + = 
| Ina m 12 m (m - 1) sm—nDl 
(Ila 
K 7 4 n»+ © a 
Bill = ) (FM)+ ı‘ \ 
2n@G ) 2m 2 m \ 
hy Liegt der Angrifispunkt B der Randkräfte nicht, wie bis- 
A ber angenommen wurde, im Ursprung des Koordinatensystems 
BIN x, y, so lassen sich die Verschiebungen durch eine Koordinater- 
FAN transformation aus (Ia) und (Ila) finden. Die Normale in B 
N ” möge mit der y-Achse den Winkel ö bilden, die Normale im 
| % Punkte A den Winkel =d-+4% mit der y-Achse (Abb. 7). 
Die Verschiebungen &z und 7» des Punktes A in den Rich- 
tungen der Tangente und Normale in B sind dann durch (Ia) 
und (lIa) gegeben. Seine Verschiebungen &, und 7, in den 
_— N) —— Richtungen der Achsen r und y sind daher 
Abb. 7 5 = Spcos6 — ngsind, w=Spsindö+ 15cosß6, 
ID. 4 
also wenn Ö so klein bleibt, daß auch sindö=6 und 
BR Le 
csdb=1— hinreichend genau gelten, wegen J=y-—6), 
nm — 2 09 m—1x .] > m — 
\ (F7)' | im ) r In [Ay — Rd) + = 
: P 2m 2 m f 2m 
0J " . 
zna 3m—4 . zm’—12m+8| ,„ 
KL TER 4 Pr ee 5 Ö \ 
\ 8 (m—1 Smm—1) |] | 
52 lb) 
m — 1 \e | u m 2 
— In \(Ry — Rd)? - _—— a). Ö 
u — Bl - A > ti 
la] . 
27G 19 a. ı4m+5 
/ m I a __ +m A \ 
12 m " 6m 
m — 1 ’ 0? m — 2 Ilm-+| ’ 
= In [[#y — Rd)? (1 — )-+ (Fr) d — —— 
{= K m | l j \ 2 2 m \ 12 m x | 
(11 i ‘ { 
j 2nd S m > E 3m—4 FRE 3m 0? Sm—i11l .e 
ae xÖ-+|- In (R?) + —— Y (i _ )— sh (IIb). 
b m S(m—1 fe (m — 1) | 2 12 m 
K \ m — 2 03 m —|1 \9] m + 2 
TI Be u (FR).(1 - 2) — "—5-lallag — BP) 0 
’ 2nG ! 2 m \ 2 m 2m 





Darin sind A, B und C Konstanten, auf deren Wert es im folgenden nicht ankommt. Von 
einer Verschiebung der starren Scheibe, also einer Translation und einer Drehung, ist 
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wieder abgesehen. Von den Doppelvorzeichen von 7 gilt das obere für y - 8 > 0, das 
untere für —d<0. 


II. Die Integralgleichungen des Problems. 


6. Randverschiebungen in und nahe der Druckfläche infolge von Defor- 
mation durch eine verteilte Belastung. Zur Anwendung des Ergebnisses aus dem 
vorigen Abschnitt auf die Untersuchung der Vorgänge beim elastischen Rollen möge nun 
das bisher benutzte Koordinatensystem x, y so gelegt werden, daß der Berührungspunkt 
der Querschnitte der nicht deformierten Scheiben im Ursprung liegt, die &-Achse also 
gemeinsame Tangente und die y-Achse Zentrale ist. Die Betrachtung möge zunächst auf 
die Scheibe auf der Seite der positiven y beschränkt werden. An die Stelle des einen 
durch den Winkel Ö bezeichneten Belastung=*punktes B tritt jetzt eine Druckfläche, deren 
Punkte durch den variablen Winkel Ö hinreichend bestimmt sind. Für die Grenzen der 
Fläche sei 0=Ö, bzw. d — Ö, (Abb 7). Die in der Druckfläche wirkende verteilte Be- 
lastung denke man sich entsprechend den Festsetzungen auf S. 29 (Abb. 1) in eine Ver- 
teilnng von Druckspannungen p(Ö) und eine Verteilung von Tangentialspannungen 
(6) = 1 (6). p(Ö) zerlegt. 

Nun kann man die Ausdrücke in den geschweiften Klammern auf den rechten 
Seiten der Gl. (Ib) und (IIb) als Einflußfunktionen in den Veränderlichen y und Ö an- 


sehen, zu welchen die Belegungsfunktionen — Rp(8) bzw. z = - Rt(d) gehören. Bei 
an t ( 


id 


Gültigkeit eines linearen Superpositionsgesetzes würden also die Verschiebungen eines 
Punktes A(y), abzesehen von Verschiebungen der starren Scheibe, bei hinreichend kleinen 
Beträgen von 7, Ö„ und Ö,. wenn die vier Klammerausdrücke in (Ib) und (Ilb) der Reihe 
nach mit Aı (ö,y), Bı (0, x), As (Ö, y), B: (6,4) bezeichnet werden, durch die Ausdrücke 
Ö, 

fa 60) +4,01 O)a8 | 


R 


Vrr| 


2nG, 


” EN er A 
1, | E67 +30, 0108 \ 
2na, 


Ou 


dargestellt. Das lineare Superpositionsgesetz kann aber in dem Maße nicht als gültig 
betrachtet werden, wie infolge der Deformation in der Druckfläche (die Kriimmung der 
Oberflächen kann sich um einen Betrag von der Größenordnung 1/R ändern) die An- 
grifisstellen der Spannungen sich verschieben und die Normalenrichtungen in ihnen sich 
dreben. Der Fehler, der in den Gl. (16) dadurch enthalten ist, wird etwa von der Größen- 
ordnung sein wie die Äenderungen, welche bei der Koorlinatentransformation von 8. 36 
auf die Drehung des Koordinatensystems um den Winkel Öö zurückzuführen sind. Soweit 
also im folgenden die diesen Aenderungen entsprechenden Glieder nicht vernachlässigt 
werden können, sind sie als eine Abschätzung dafür zu betrachten, wie weit die aus den 
Gl. (16) hergeleiteten Ergebnisse von der Richtigkeit abweichen. 


Es werden die Abkürzungen 


Ö) u. di a R.« X — (A v RO - Aa — 
b=R: : u = . = ; ’ = (17 
2 2 b b h 


On + Ou 


a=R: 


eingeführt, so daß b die halbe Breite der Druckfläche und a die auf dem Kreisbogen ge- 
messene Entfernung ihrer Mittellinie vom Koordinatenanfang 0 bedeuten, während g und 
do + Öu 

2 , 


> dimensionslose Koordinaten anstelle von % und Ö sind, welche für Ö,, ö, bzw. 


die Werte — I, 0, +1 annehmen. Die aus p (6) und ?(6) durch die Transformation (17) 
hervorgehenden Funktionen von {£ seien mit p(©) und £({) bezeichnet. Damit ergeben 
sich aus Gl. (16) zwei recht umfangreiche Formeln, die jedoch die Zulässigkeit erheblicher 
Vereinfachungen für praktisch vorkommende Fälle erkennen lassen, in denen man im 
allgemeinen zu dem Reibungskoeffizienten u ({) den Wert b/R so klein annehmen dart, 


B\? ’ 5 
daß (;.) gegenüber 1 und b/R(« +{)-t({) gegenüber p ({) vernachlässigt werden kann. 


Mit diesen Vereinfachungen erhält man aus (16) und (17): 
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“ b ve \ 6 \» ) \ / « 
an "D- "In \4 DO + |" . («+ {) In (p — d)? 
® m l 


I2>nG nm . 
x daS +4 
.m—?2 Sm—4 b | ( r\ " 
a ee 
ug ) (18), 
z ni l ( .\o 1 2 b y ] .\ 
\ — In I C)°’ + z 7ı (@ b- C) | + y (&) 
b m 2 m R ] .. 
=; . \ x ’ dö—+-B 
en m 2 m-+?2b Pen 
++ n+ |: \ 
ö L 2 m 2m R 


’; 


wobei in A’ und P' die von % unabhängigen Teile zusammengefaßt sind, nämlich 


N Dm—4 b 
-» Pr (k » p | G) 
\ 2 m R 
b ® n — 1 Mr 3m i . 3m |] „ | 
A= -. = In (5°) + In (KR?) t a .t (I) dc 
2 nG m s(m— 1 S (m —1) 
r > 7 m? _—1‘ 1 
m—| Er om 4 , q i m’ — 192 n+8 bh . “ \ 18 R 
| + | In (5b) — In (2°) — | (+6) p($) 
| m s(m—1 Sm(m—]1) se R 
| \ 
h m —|1 r . m+ 2 b “ > 
BE | — Ind®’+A|p(s) + FE IR (£) dc 
2ınG) m | 2m R } x 
1 


Dabei gilt das obere oder untere der Doppelvorzeichen, je nachdem [ZY ist. 


7. Zusätzliche Verschiebungen der starren Scheibe. Wenn das Koordinaten- 
system &, y auch nach vollendeter Deformation noch die Eigenschaft besitzen soll, daß 
seine y-Achse die beiden Scheibenachsen schneiden soll, so sind dadurch alle Verschie- 
bungen der starren Scheibe, welche den durch Gl (18) dargestellten noch zu überlagern 
sind, bis auf eine Translation parallel zur y Achse eindeutig festgelegt. Denn die beiden 
Bedingungen, welchen die Lage der y-Achse entsprechen soll, lassen sich bei Betrachtung 
des Qnerschnitts nur einer Scheibe dahin formulieren, daß sein Mittelpunkt ( auf der 
j-Achse liegen bleiben und der Randpunkt A,, welcher anf die Mitiellinie der Druck- 
fläche zu liegen kommt, seinen ursprünglichen Abstand («a =«:b) von der y-Achse 
beibehalten soll. Die zu überlagernden Verschiebungen können also zerlegt werden in 
eine Translation £,, parallel zur «-Achse, welche den Punkt 4Ao in die gewünschte Lage 
führt, und eine darauffolgende Drehung um A,, welche den Punkt €’ auf die y-Achse bringt. 


Der Wert von £, läßt sieh aus (18) darstellen. Er ist S, = —! fürg=0. Zur 
Bestimmung der erforderlichen Drehung werde zunächst die Verschiebung & des Punktes ( 
ermittelt, die den durch (18) gegebenen Verschiebungen des Randes entspricht. Man muß 
dazu auf die im Scheibeninnern gültigen Gl (Il) und (Il) (In Nr. 3 und 4) zurückgehen 
und sie auf einen Kreis um (Ü mit geeignetem Radius rw anwenden, der nach Nr. 5 als 
Querschnitt einer Welle zu denken ist. Die dadurch gegebenen Verschiebungen des 
Wellenrandes werden allerdings zusammen mit den dazugehörigen Spannungen nicht 
genan einem im Welleninnern möglichen stetigen Zustande entsprechen, und ohne diesen 
zu kennen, wird man auch die Verschiebungen der Wellenachse (Sr, Yır) niebt angeben 
können. Zur Abschätzung von I mag es jedoch genügen, dafür den Mittelwert der Ver- 
schiebungen des Wellenrandes parallel zur x&-Achse zu setzen. Diesen kann man folgen- 
dermaßen finden: 

Für Belastungsfall I (Normalkraft P in 0, Abb. 7) sind nach Gl. (I) die Mittelwerte 


0 
we I (r 
der Verschiebungen des Wellenrandes ("= rw) S„=, n Gr d0@—0 wegen Symmetrie 
zur y-Achse, 
u 
l [ ( P \ nm —1 . 3m— 4 a Mm 
Nm = In, dd= In (A) + In ("w)+ . 
‘ Ir ı 27R2GR ) m ) 8 (im — 1) 8(m —1) 


” .. r s .. . ® 
wenn man mw so klein wählt, daß | 23 gegen | vernachlässigbar ist, also etwa /w<0,1R. 
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i a „ . b „ u . 
Greift Pin B an, so ist also 5„, = — "m Bin d = — im — (+8), und bei Verteilung der 
Belastung über die Druckfläche 
+1 
b m 1 3m i . m - b r 2 ie 
Swen — . — In (PR: + In (rw + |. K“—- XL) IL) dL. 
du: 2nG fl m 1°) 8 (m | Sim—!1l)| ai >/1 
| 
Entsprechend gilt für Belastungsiall II nach Gl. (Il 
2 .. 
rn 1 x 2 K —1 e 3m —4 a im—d 
Sm= n en d uU _- . — a In (RR?) —+ In (vu *) . { 
I 2na | m 3 (m —1) 8 (m—1) ) 
() 
2r 
‘ 
N. SEE . Nır“ d U ==, 
2 rn f 
IB) 
1 
Da jetzt &.,= {nz cosd —= £, ist, wird mit der Abkürzung 7 = p» t()dL 
; yh 
En 8 
“ = nn — 1 @ 3m —d4d . ım--8 |] CE 
Sır = - In(R°’) + In (rw?) — 
2nG m s (m —1 8(m—1 
Nun hat man Iw= £Eyy + Imwı 


Der Wert von „ı könnte ebenso abgeschätzt werden. Sind 
jedoch alle Verschiebungen klein gegen R, so kann man für den 


Winkel ;, um den die zusätzliche Drehung der starren Scheibe in 











.,* . . SH 1 40 \ . 
positivem Sinne zu erfolgen hat, = setzen (Abb. 8). Also ist 
+1 r 1 
F P — j y.\ y\ \ m l { . wo m 2 5 ul 
) E* In Ct Odl-- (= (ge ln ((2)F n 7 
2nG 2 m n R ’m . 
| | 
| rl 
= .: b | [m —1 b? 3m—4 rw® sm’—6n+4|b . v\ır 
hi — | In ( :)+ In ( -)- («+c6) p(s)dyg 
2nG J)L m R?, 8(m—1) R®? | 4m(m—1 R \ 
1 
T Im um 1 b° 3 — 4 rw: v | in 4 2 
+ | In ;) + ini — ) Zr | 
2n@ | m R? S(m—i1) R? 4(m—1) 


Die mit dieser Drehung verbundenen zusätzlichen Verschiebungen der Randpunkte 
der Scheibe in und nahe der Druckfläche werden nun durch 


Ip=0 und n»=ti'b'Y 


hinreichend genau berücksichtigt, so daß man für die gesamten Verschiebungen der !’unkte 
an Stelle von Gl. (18) zu setzen hat 


Ee(Q)=E, 3)=N-+idb9. . . 2.2.2.0). 


8. Aufstellung der Integralgleichungen. Auf Grund der Festsetzungen über 
das benutzte Koordinatensystem x, y kann dieses bei Anwendung der Gleichungen (19) 
auf die treibende (1) oder getriebene (2) Scheibe mit den durch Abb. 2 eingeführten 
Systemen zı. yı bZw. x, ya identifiziert werden und die Verschiebungen der Randpunkte 
der beiden Scheiben nahe der Druckfläche werden in diesen Systemen durch (19) darge- 
stellt, wenn man darin allen Zeichen entsprechend den Index »1« oder »2« anfügt. Da 
nun x = 2, und die Druckfläche auch Berührungsfläche ist, so kann man =p=7%, 
seb=-l, = =-@ und bi =ba —=b beibehalten. Setzt man fest, daß die positive 
Achse der Bewegungsrichtung der Randpunkte von Scheibe (1) in der Druckfläche ent- 
gegengesetzt gerichtet ist, wie dies die Abb. 1 und Abb. 2 darstellen, so ist mit Riicksicht 
auf die Wechselwirkung der Spannungen in der Druckfläche pı (()-p(Ü)=p(T) und 
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h de b(i)=t(l) zu setzen. Schließlich sei mı =m; = m angenommen. Damit 
findet man '') 


) „ 
“ by-p(2)! 
G, Rı (3 =) \ dC+ 4" 


| 
- c b m 
= 9 m-1 | 1 . v m—?2 l 1 


7 Gıkı @, Ry 2 m @G) G9 


+ıll _m-1/i Jin: pıy ul 1 I \yla+& |. m (20). 
b ö | m 5 ra I r Im GıRı TZ =) (( -) PO) 
"ı + Up) — e dt 


2 m— 2 ) 1 m + 2 | 1 \ 
u + ( _ ( -— ) a l-t(d) 
+ | 2 m Gı == 2 Mm G R, @9 R3 b J ( / ) 


H- (?ı —- 24) b» Yp —+ B' 


Darin sind A”, B” und (i, + i,) von g unabhängig und es ist 


m—it/1 -) a ge Im—4 l 
1 )\mn(o—- 02-10 + ( 
= ( I 


2 m 


GıRı? GuRos? 


. . b —_ l 1 i ) Se | 1 yo .,\ n /% 
u tu = — 3 ( =; \10 (29. 9—( + )In -b(a+0-pQ) at 
” L 2482 


) ri + 1 


m-2 b ! | De Shi v? 5m—4 1 1 . 
( 2 ) Ip Da? [pr &ar|- 2 ( + 5 |PODaL 
2m 2 \Gı Rı GyRg | 22 2m \GıRı? GaRy? 


| 0 


ı 


bF m-] ( l ] b° | N b# 3 m’— 6m+J4 | 1 1 
2 | m \G,Rı? Rı?/ GaR3? R9°- 4Am(m—1) \GıRı? GaR>? (20a). 


+1 


3m-4 1 yı“ 1 rw? \ ‚. . 
We ( nl‘ 2 )+ „ln ( ‚)) | fe+Dp ar 
8 (m 5 1) Gj R,“ Rı“ @G9 Ra‘ \ Ryg‘ 
—1 


T| m-1 | h? l 2, 3m-4 N "win\ 4 r wa? 
+ ( In ( ;)- In( ‚))+ ( In ( — )- In( )) 
2n| m \Gh RR; Rı?/ GaRy Rs 8(m-1)\Gı Rı R| Ga R9 Ry 


5m-4 ( 1 1 )| 
4lm-1)\GıRı GaRs 
Yı + ja muß nun bis auf eine Konstante der Randbedingung (4) genügen. Da nach Abb. 12 


näherungsweise — R-siny= R:y, also nach Gl. (17) x = b(«@-+g) gesetzt werden darf, 
gilt also 








d(rı + na FENGEOR ( | + —) ba + P). | 
Ag Rı Ro 

Ferner ist nach Gl. (2) .  .; 
ala—sı) _d nn. Ba. Bi EN Dub’ — N 

dyg da day . 


Bei Ableitung der Integrale in (20) nach 9 darf die Reihenfolge von Differentiation 
und Integration ni"ht ohne weiteres vertauscht werden, da sonst nicht konvergente un- 
eigentliche Integrale entstehen würden. In 


3 
In = (FO -In(y — Sal, dei<ı läisı) 


sei f({) eine stetige Funktion, welche im Innern des Intervalls (— 1, + 1) eine stetige 


1J we 
erste Ableitung bat. Um im Inneren desselben Intervalls die Ableitung ne ie 


dy 499, F2 — Pı 
zu bilden, wäble man zu gı eine positive Zahl & so, daß 0 <2e<(1— g9ı)'(t+gı), 


I, Die Theorie «ler Berührung elastischer Körper nach Hertz rechnet nur mit dem ersten der 
fünf Glieder von (rı -+ r3), we'ches dem logarithmischen Potential einer durch p ({) gekennzeichneten Be- 
legung der Oberfläche entspricht. Das zweite Glied gibt darüber hinaus in erster Annäherung (vergl. Nr. 6) 
über die Größenordnung des Einflnsses Aufschluß, welchen die ja anch schon im Berührungsgeviet vor- 
handenen Abweichungen der Normalenriehtunge von der Richtung der y-Achse auf die Verschiebungen 
haben und welcher etwa bei weich-elastischen Materialien von merklicher Größe sein könnte. Das dritte 
Glied bringt den Einfluß der Reibung in der Berührungsfläche zum Ausdruck und schließlich das vierte 
die durch die Reibunr hervorgerufene einseitige Verschiebung der Berührungsfläche. Entsprechend können 
die Glieder von &3 — Zi gedeutet werden, 
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und weiter @ so, daß 9 — gı <e ist. Dann liegt 93 im Intervall (9 — &, Yı +8), 
ferner hat der Integrand von .J für { außerhalb der Intervalle (9ı — 8, 9ı 4) und 


(9a — &, Ya + 8), welche beide im Intervall (— 1, + 1) liegen, eine stetige Ableitung nach 
p. Aus der Zerlegung 


y—: zı+: rl rl am: 9+: rl 
1 -[r@ mn rar [+ j+J und A=f| f(O) In (g3 - Har=(+[+| 
| 4 < Yıre -} 1 . n 294 


kann also ausigent werden 


= 


A re 
m Z a )In(g — $)’dT- ro In(g — S)?dT-+ lim fin ERBERTTFRTE un 
v2 4 


dg 5 —>}ı 9291 


wenn man in den mittleren Integralen von Jı und J5 £ durch 9g\, +x bzw. w-+x er- 
setzt Es ist daher 


o—: +1 +: 
- 2 | ei | ro „ai+flp— E)In(e?) fl +E)in[(- +[r (Pra)inte)dr. 
day vo ——_—,\s . 


R 
—] c+e 


Diese Ableitung “/ muß natürlich unabhängig von der beschränkt willkürlichen Wahl 
ap 


von € sein, und ihre Differentiation nach & liefert in der Tat den Wert Null. Man kann 
also versuchen, mit & selbst sich der Grenze Null zu nähern, und findet 


lim [f(p — 8) In (e?) — f(p + &) In ([— e]9)] = lim 2 - [e In (e®)] - Pe y-e_iere 
=—>() } 
= — f(9)-ılim (-l)=0, 


<>( L “it 
:—>() 


lerner 
<—>( 


lim % (g+-x)In (ed) dr =0. 


Demnach ist der Grenzwert 
+1 





& . Bi: . |] 
>. lim | 1 © ar (ar), 
—U) v2 ie & . 7 u u 
er 
(c i ' 
der als Cauchyscher Hauptwert des Integrals 2 | E 4 d{T bekannt ist, die gesuchte 
Y u” 
1 
Ableitung und man darf schreiben: 
# rl 
a) # ff; Merry MD, 
— [rom (g -Dral=2.| Ta (—-ı<g<iI) 
dp dy, — 


wenn das letzte une'gentliche Integral unter der Nebenbedingunrg gelöst wird, daß die 

Annäherung der inneren Grenzen an den Wert @ von rechts und links in derselben Weise 

erfolgt, und wenn die Ableitung von f(S) in der Umgebung von 9 existiert und stetig ist. 
Gemäß der VUENUREEN über das EG (vergl. Nr. 6) ist ferner 


[#s an Qur-[s (dl, 


also bei Stetigkeit von as 
+1 


„jromar =2.g(g 
ap, e 


Durch Einsetzen der so gewonnenen Ableitungen der Gl. (20) in die Gl. (21) findet 
man die : zwei Integralgleichungen für die unbekannten Funktionen p(g) und t(g)'): 


1) Man überzeugt sich leicht, daß die Gleichungen (III) und (IV) auch dann ihre Gültigkeit le 


halten, wenn die ersten Ableitungen von p (y) oder tg) eine endliehe Anzahl von Unstetigkeitsstellen 
im Integrationsintervall (— 1, + 1) enthalten. 
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| 7 
’ m 1 | | "t(d) .. m—] 1 | üsE 5 . 
IT ın qG G3 I @ 7T In G Rı (13 Ra y nn 
t | ‚ (IM 
mn —2 l l Dm—4 | l . y v 
d-Yw-2ais - fs 
2m G, @G3 tr m \Gı Rı (rg Kg F 
—1 
und 
+ ] 
| | m-1/ | | PO,» .m-2 | | 
t- )bi« rQO) +\tı ue)= } ) - dc+ ( + )d(« +9V)*’ ( ) 
R, Ra } ; m | (7 (Gr 4 -£ 2 m G Rı, Go Ry ! I 
s (IV); 
+1 
m — 2 | | +2 | | y . . 
Men. ( a. \-2(q) ( — )d-|t(OaL 
2m (7 Go rm \G,R, (12 R9 


— |] 
Diese Gleichungen enthalten noch s, als unbekannte Funktion von 9. Die erforderliche 
dritte Relation liefert das Reibungsgesetz, welches durch die Randbedingung (3) zum Aus- 
druck gebracht wird. 
Zur Bestimmung der unbekannten Konstanten wird schließlich noch die dritte Rand- 
bedingung (5) in der Form 
+3 | 


0»: | Wag=N, b+ | 
) h 


t(gy)d 9=T. . . ... (da 
} 


benutzt, worin N und 7' die auf die Längeneinheit der Scheiben entfallenden Anteile der 
Normal- bzw. Tangentialkraft bedeuten. 


9. Eine Lösung für den Fall gleicher Schubmoduln. Haben die Materialien 
der beiden Scheiben denselben Schubmodul (Gı = @&% = @G), so kann eine Lösung an- 


m—2 p(g) 


gegeben werden, wenn man gegenüber 1 vernachlässigen darf, was bei Me- 


2 


- 1 


tallen stets der Fall ist. Mit der Abkürzung 


: ’ m + 2 l 1 l | E74 I\ 
+) en De DE SS ue.n 5 Bene ERTELD STD N: 
intmG R; Rg R, Ro R; Ra 


entsteht dann aus (IV) die lineare Integralgleichung erster Art für p (9) 


f p (d) Re IT ıı @ ( l | 
dt + -bi9-+ Yo 
g -c ö 2(m— 1)\R; Ra : 


welche eine Unabhängigkeit der Lösung für p(g) von der Funktion der Reibungsspan- 
nungen ?(J) erkennen läßt. Es gilt also bei Gleichheit der Schubmoduln die aus der 
Hertzschen Theorie der reibungsfreien Berührung bekannte Lösung p (Y)= Po Vı—y:, 
in der p»» eine Konstante bedeutet, auch bei Existenz von Reibung in der Berührungs- 
fläche, solange die früher eingeführten und auch in der Hertzschen Theorie enthaltenen 
Vernachlässigungen als zulässig angesehen werden können. Die Ausführung der Inte- 
gration liefert bekanntlich als Üauchvschen Hauptwert 
| +1 
A RE fi 
Zum 


0—%G 


de pı AI, g ; 
| ij 


womit die l,ösung verifiziert ist. Man findet daraus 





+ 1 + | 
(G | | ı— 7 
u 77 ( N )b und Pyp=V, N=b-(p(g)dg=bp, ‚Yı g’dy=bp | 
2(m—1)\R, Ra ö 2 
l — 1 
'mG@ 1 I\ N m—1i 4 N 
„Hd | 
m — | Rı Rg' n m G 1 iM 
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Weil ferner 


+1 - 1 
+. .. ; “ En z | 
& -DI)AG =D ° |—Jı ”di=por:(g’ -@g (24) 
u ver 79% - 2 
I | 
ist, so erhält (III) die Form 
1 
2 t (d) u n @ | . Mm | | | ) . 
di= ($ s., + . “OD —+ — bp. (25). 
7T | g—C nm — 1 |? ve... s(m—1]) = Rg 4 


1 

In Anlehnung au die Reynoldsschen Beobachtungen sei nun die Annahme ge- 
macht, daß höchstens eine Dreiteilung der Berührungsfläche stattfinden kann, daß im 
Gleitgebiet überall s, > 0 ist und daß ein Gleitgebiet stets am Rande der Berührungs 
fläche liegt. Bedeuten yı und 7 die Abszissen für die Grenzen zwischen zwei Gebieten, 
so erhält die Randbedingung (3) die Form: 
für -1<p<ypı 8,>0 t(p=m'p(9) 

nzy<ep =0 ti)=ulp) pp) Lluniswl-I<Sn<nm<tı) Ga). 

»<9y<+1 >00 t(Q)=w:p(9) 
Sie enthält für (— 1 <y, <ya <-+ 1) die Reynoldssche Beobachtung. 

Zur Lösung der Gl. (25) setze man darin /(y)= m:p(a)- u(g), so daß «(q) 
außerhalb des Intervalls (7ı,y») Null ist, also 


+1 y’ 
t'c y "ud . 
. g > ./ I ben 
| y! 
Dann ist 
a Rs (&) 2 [ | l u | re | 14 | 
! \g —— | me d | by * An | Ki po A ( - \b Po (k 4 
i Y Be = Rı Ra 2 m R;| R; 2 
H nmG |/1 | b n 
WS... Zu )- tal, 5 te N, 
2(m—1) L\R, R/ 3G 
Für s,—= 0 steht rechts eine «4uadratische Funktion von 9; ein Blick auf Gl. (24) legt 
also einen Ansatz zur Lösung für v(P) im Haftgebiet nahe. 
Durch die Substitutionen 
va + Y Z . ya ry 2 
X — a4 Ss; vo —'Tiır p 
»-yı yıyı ya —yı ya-Yy 
erhält das Haftgebiet die Grenzen / = Il und y=-+1, bzw Y=-— 1 und ı Hl 
und mit dem Ansatz 
u (C) — I Po f(x) = Wpmlfo + fı N | l — Y 
findet man 
\ vg / + | 
| PAIN. "po+h-9-Vi-, | | 
er „ds = un po | rn di=wp(h+rfin) am 
J9-—L | v. 
” Mi y= } + | 
IT R m d 
U Po fi 2 - Ho Po (fo - fi m): (p’— 1): [ 2 27). 
P7 rs / . Vi y® 
= 
E d , 
Das letzte Integral / — | - hat nun folgende Werte: 
de - 2)° | I - y3 
a.. . TI \ 
DE + SER <ch, also w< rF J- = V. 
nv? | 
r 1 = Y nn Y2 D) » > | > ıD : 7 l )) Jo =) ZE ) 
. Fl , I 
, yp»<Yy=<s+l, R „al, J+ = 


vr ı 
wenn Vap; -— 1 dasselbe Vorzeichen erhält wie Yı — f‘, welches ohne Beschränkung der 


Allgemeingültigkeit der Betrachtungen positiv gewählt werden konnte. Die im Haftzgebiet 
zültıge Funktion U, ist demnach in w, also auch in y quadratisch und aus dem Vergleich 
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der Koeffizienten mit denen in U(g) nach (26) für s,— 0 folgt, wenn man zur Abkürzung 


| N BR. 
B= (- ) einführt, 
R Ra u 
. Y3 u % N va + Yı Pi i ya a yı f y2 ee yı 
oo = { iL — ß- : fı= — [BR "| (28a) 
- 2 | 2 N 
zZ 1 40 Po [ m (ya — Yı)? ya+Yyı (ya + yı re 
N pa+tpy)—P E — + + .a)r | (28b). 
m (Fr L 8(m—1) 8 2 > 


Daraus ergibt sich weiter wegen 
(= mp) -u)= wm Vı—g—(h+f-W)-Vı— y’)} 
im Haftgebiet und wegen Er \29) 
t(g)= WW ' Po ae y‘ 
im Gleitgebiet, daß 


3 +1 ’2 
T=b-Itl)dae mb | IVı - ds - Ik +h-w:-Iı — 2 dc 
(dg=wb} y’ag f fi u 
“. “| x d 
r +1 +1 
wdm| [ı-arag-"," np [Vı- wau|-ma-(a-PZ2p), 
el r . 
also 
I! ya—yı\? | bi: PET e; 
>— =] — |‘ - ‘3 .s Er 
u N | 2 ) L p 2 J il 
ist. 


Ein Wertepaar 5, » ist für einen bestimmten durch Normalkraft und Tangentialkraft 
gegebenen Belastungszustand charakteristisch). Die Werte yı, ya und « sind also zur 
Berechnung von s als Unbekannte zu eliminieren, wozu folgende Ueberlegungen dienen. 
Damit im Haftgebiet die Bedingung u({) = wo erfüllt ist, muß 
0<u(lf)<2 u po: | 1— [0 / 
sein, oder PTR (31) 

0<(h-+fı D-Vı—?<2-.l1 - 6 (Iyisı) 


Dafür, daß «(I)< ist, ist also die Bedingung 


fo > fi . . . . r . . . (31a) 
notwendig und hinreichend; die Bedingung für — w<u(S) wird später näher untersucht. 
Ferner unterscheidet sich im Gleitgebiet das Integral /'(y) von der Funktion /, nach 
(27) und (27a) 


für v<-]1l um EL Uo = {Ib po a (fo — fı . w) . Van: — ] 
v>+1l» u-u=--mprlh+fwVv 1, 
während nach (26) für beliebige Werte von Y, also auch von % innerhalb der Berührungs- 
fläche I amG 
U)—- U=+," 0 
2(m—1) 


zu fordern ist. Zur Vermeidung eines Widerspruchs ist also neben der Bedingung (31a 
mit Rücksicht auf ein rechtes Gleitgebiet (7. <y <1) die Alternative zu stellen, das ent- 
weder 


Jet fi =V oder nal MM. : 3. u (32). 
Damit auch im linken Gleitgebiet (— 1 =<y <yı,) überall s,< 0 ist, muß noch gefordert 
2 Y‘ j' . \ . . . 
werden, daß im Intervall ( „arlcy«<- ı) der Wert fo + fı : nicht negativ wird, 
+7 
. = ya de > s r 
Bu hohe WI: . +... 


Ya yı 
Man könnte 5 »Belastungswert« und » »Nutzungswert* nennen. Ein Betrag von 5 nahe | 


b 
oder größer ist bei den vorausgesttzten Werten von r nur bei sehr kleinen Werten von #9 möglich. 


*) In ähnlicher Weise läßt sich der Beweis führen, daß die Funktion p(y)= ps" yı — 4? die 
notwendige Bedinzung erfüllt, daß sich die Scheiben im Berührungsgebiet berühren, außerhalb desselben 
aber einen Abstand voneinander behalten, 
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Eine vierte Bedingung folgt wegen 7. — (0 [Gl]. (23)] aus (22) und (20a). Setzt man zur 
Abkürzung 
+1 + 
fe Pnar- Lx »; | In (£°)-t(V)ada{=Lr, 
| 1 
m — 1 l b\’ | b\? Sm—4ı |[ı rwı\‘ l rwy\‘ 
; In ( -) + ‚In( + ‚In ( + ‚In )| 
m Rı? R, Ra® Ra 8 (m 1) IRı R| Kg‘ Ry | 
13 m? — 24m + 12 1 ) 
+ . + ;) = kı 
4m(m—|1) Rı“ Ry 
ed 1 b\- | b\2] 3 m—4 ı rwı\“ | rwa\“ 
In ( - In( + | In | In | 
m Rı Rı Ra Ry j 8 (m —1) LK Rı Rs Kg 
- (= 2°). (- _ -)\= kr, 
2 m 4ım— 1) R, Ro 
so erhält man, da »\4 po: Vı — 4* eine gerade Funktion ist, 
| l ? | 1 1 
kuN—22G( +,)+" („.+,;)dinde | 
R, Ra m R,‘ R,“ | 
. 3»). 
‚m m — 1 1 “ 
= kr T+- ( ) db Lr \ 
m Rı Ry 


Gl. (22a) und die Alternative (32) würden nun zur Elimination der Unbekannten 
senügen; es sind dementsprechend Belastungsfälle möglich, für welche (31) und (33) einen 
Widerspruch mit den übrigen Bedingungen bringen, für welche also die Lösung mit dem 
gewählten Ansatz für u ({) versagt. 

Die Elimination erscheint mit Hilfe von (22a) praktisch undurchführbar. Man darf 
aber in Gl. (28) und (30) unbedenklich «= 0 setzen und Gl. (22a) lediglich zu einer bei 
/ablenrechnung durchführbaren Kontrolle benutzen. Dies liegt nach der Betrachtung 
zweier Grepzfälle nahe: Ist die ganze Berührungsfläche Haftgebiet, so folgt wegen ı—= —- | 


‚N® 3 
= +1aus (30) T—- FI 


, 


-@, was mit (22a) liefert: "=0 und «=. Ist die ganze 


> 


Berührungsfläche Gleitgebiet, also Yyı =7., 80 ist nach (30) T=Ww: N — Tanz und aus 
22a) ist die Größenordnung von “ durch 


1 | 
2.38 u l R, Ra ui, pi 
& == . . i 
} m ] 1 G 
ie 
Ki Kg 


segeben, also stets einen kleinen Weıt, der bei Metallen 0,001 kaum erreichen dürfte. 
Aus Gl. (28a) folgt mit «= 0 für die Alternative (32 
ı /4 
3 F =): 
und die weitere Untersuchung zeigt nun, daß (32b) unmöglich ist, solange #f < 1 ist (also 
auch für beliebige negative Werte von p!), daß (32a) unmöglich ist, solange #7 2 ist, 
und daß schließlich für 1 <? <2 Gl (32b) oder (32a) unmöglich wird, je nachdem 7, 
kleiner oder größer als der »Uebergangswert« „u —=4P— 3 ist. Damit ist auch y, ein 
deutig eliminiert. 
7ı wird zweckmäßig als Parameter anstelle von » beibehalten. Für jeden Be 
lastungswert 8 sind bei Wahl von 7ı durch (32a, b) die Einteilung der Berührungsfläche 
festgelegt und durch (23), (28), (2%) und (30) die zugehörige Spannungsverteilung, der 
Schlupf und der Nutzungswert bestimmt. In der freien Veränderlichkeit über das Inter 
vall©—1,-+ 1) ist 7ı aber für gewisse Weıte von 5 beschränkt: Für 5 > 1 muß wegen 
2b) 7ı<1/ sein, jedoch wird dadurch kein Belastungsfall von der Lösung ausge 
schlossen, da für ı =1/ß auch 7% = 1/ und = 1 wird. Dagegen bringt die Bedingung 
-M=u(x) (31) die Einschränkung yı > 7,, wobei 7, ein Grenzwert ist, der für $ > 2 


72 — | . F : . z (32 a, oder Y3 = (32b i 


größer als — I ist?), und diese Eınschränkung schließt eine Reihe von (allerdings prak- 
) Es ist b-Lyv= — 2,38 N, wie man sich leicht überzeugt. 
. 1—}3 3 + Y,\° 
*), Für B << —?2 ist jg aus der Gleichung 2 re .(; B- ‚ ni - 4 zu berechnen. für 3 > 2 


urch ein Näherungsverfahren. 
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tisch nicht herstellbaren) Belastungsfällen von der Lösung aus, da für yı — y, der Nutzungs- 
wert v,>0 ist und, wie sich leicht nachweisen läßt, vr im Bereich der Gültigkeit der 
l,ösung stets und stetig mit yı wächst. Solange u, —<u({) erfüllt ist, gelten auch die 
Bedingungen (31a) und (33). 

Der Umstand, daß die Lösung auf Grund der Bedirgung (31) versagen kann, läßt 
vermuten, daß auch andere Einteilungen der Berührungsfläche als die hier behandelten 
zu einer Lösung führen können, z. B. eine solche mit einem Haftgebiet zwischen Gleit- 
gebieten mit Gleitschlupfen verschiedenen Vorzeichens. Aber auch für die hier behandelte 


Einteilung können mehrere Lösungen möglich sein. Falls neben p (y)=p,V1 — 9°? noch 


eine Lösung pı (9) existiert, so muß F(g)— pı (9) — pa V1 — g? die Integralgleichung 
erster Art 


F (&) je n ın G I 1 
- = d a — | 4 ) ' h I 0 
7 - 2? [(m—1)\KR, Rs 


22.40 . ‚ | 
befriedigen und es bleibt zu untersuchen, ob der Unstetigkeitscharakter des Kernes 


{ ) — 


- 


die Eindeutigkeit der Lösung F(y)= 0 auch angesichts der Tatsache zur Folge hat, daß 
die Konstante 9. unbekannt ist'). Zu jeder Lösung für p(q) würde eine Integralgleichung 
für /(g) gehören, deren Mehıdeutigkeit in ähnlicher Weise untersucht werden kann. 
Existiert z. B. bei Gl (25) neben der Lösung / (q) aus dem Ansatz für « ({) eine andere 
Lösung fı (7) mit der Hılfsfunktion 2 ({), so ist die Differenz uı (Ö) — u({) hier einer 
ähnlichen Bedingung unterworfen, wie oben die Funktion F(7) =Ppı (1) — po yi- y’;, an 
die Stelle der unbekannten Konstanten 9, tritt hier der gesuchte Schlupf s. In physi- 
kalischer Hinsicht liegt angesichts der Brauchbarkeit der Hertzschen Theorie für reibungs- 
freie Berührung die Vermutung nahe, daß die hier im Anschluß an die Hertzsche Theotrie 
gefundene Lösung für den Fall gleicher Schubmoduln die physikalichen Beziehungen beim 
wesentlich elastischen Rollvorgange wenigstens qualitativ richtig darstellt. 


10. Zur Lösung für den Fall verschiedener Schubmoduln. Für den Fall 
verschiedener Schubmoduln der beiden Sche:ben lassen sich die beiden Inıegralgleichungen 
(III) und (IV) für die beiden Funktionen p(g) und ?(Q) in eine inhomogene lineare In- 
tegralgleichung zweiter Art für p(g) und eine Formel für ?/(g) umzuwandeln. 

Setzt man zur Abkürzung für bekannte Werte 


m — |] 1 1 
ii 
ı m G| Gy . m‘ 


; 2 ( | 1 ) | 
m—2 1 l . I m @, G» D 
2m G, @3 


und für die wegen «@ unbekanute Konstante 


[2 ' -)? ER: rn Ann. 1 | T ( u l 7 q 
p> ’% re — . — - ) . ' 

R Ry ‚ nm r Rı Ga R9 Rı Ra 

so erhält man nach teilweiser Ausführung der Integrationen aus Gl. (IIT 

+ | 


"tk m D | | 5 

p(J) = Dis 8) | Ei ( — A 
’„Yg —[ ö In Gı Rı Ga Ry 

| 


+1 
mn —1 l 1 \ N) Den 
nd _ own 2Rar 
tm \GhRı Gs Rz EA" 
I 


und aus Gl. (IV) 


r 1 
p'S & | l z m—2 | 1 ) 
— Pi Da 4 ) Bl P)p(q). 
202 h j; a »i; m de 7 +2 2 m er R; + @s Ro u 
1 


) Da man aus physikalischen Gründen p (-D=p (+D=0, also auch F(-LD=eFuH4)=V0 
annehmen darf, so findet man durch partielle Integration und darauffolgende Ableitung nach g, daß für 
„. | 
dF(g) , wis a 
die Ableitung — f'(p) die Gleichung  d,s=0( gelten muß, 
dq RE 
| 
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= 


Schreibt man in Z(g) x statt Z und S statt p, setzt den Ausdruck für ?({) in den für 


p(gy) ein und benutzt die Abkürzungen 


71 l 1 I\ N n —3 1 | 
1=D.|s— 2r( + —)o+( I | N, 
\Rı Rs Gı Rı (v3 Rs Ir 2 m Gı Rı (3 Rg | 
| m b Im—1 1 | m — 2 l 
B=D( + )d), (=D ( \—i ( + |. 
‚Rı Ra A“ i 7 m G R, @3 Ro 2m GR, (9 Ra 


so daß B und C als bekannte, A wegen s als gesuchte Konstanten zu betrachten sind '), 
so erhält man 
ri +1 
19 1 (’ | ) . , 1 - 
p(yJ)=A—D-s, 2 | 3, : — de -4-B(Qg + gı) In — ’ 
7 “ “ 7 I Y 
| - 1 “1 . (34) 


\ g (£) 
+4°:.C(u 4 7) | 2 — ds 


Pr ’ "u 
und näherungsweise | 


» 


t(g)—= | rain 50. 7 
| - +7 

Mit Rücksicht auf die Vorschrift in Nr. 8 über den Grenz- 
übergang bei Ausführung der uneigentlichen Integrale darf in 
dem Doppelintegral die Reihenfolge der Integrationen vertauscht 
werden, wenn man diese Vorschrift nach der Vertauschung an | x. !? er 
den Stellen {—-g und Ü=x beachtet (Abb. 9). Also ist “ 
ri +1 ; v3 +1 


ge }- ’ (X) (u d> Fr 
ri 2 d = [» (2) d 2 | r - , 
E Y — a op (F .) - u) Abh. Y. 





EaS 





G=% 














| 


” 
k—) 


eine svmmetrisehe Funktion von 9 und 


- 7 


A 

worin das Integral /,(9,&) -|, Bm 
—%&) 

| 


darstellt. Für ı<g<xe<+1 ergibt sich 


do E ! Ei +17 
, » | 4 + ) » 1 an) 
L(y,x&) = lim + I + f == - In s / 
:->0|. x T (1—a) (i+g 
- 1 G Fr = r rs 


und wegen der Symmetrie gilt dieselbe Lösung für -—ı <e<y<+ 1°). Aus Gl. (34) 
folgt daher 


\ 


ri 
RE | t (px) — un pa)dr HA — D-.s+ ,- B(y + 1) In. —, 
y—. |] 
| 





Setzt man die gesuchte Integralgleichung nun in der Form 
3 
p(p) +92? | K(y,x) pe)de—f(4) 
1 


an, so haben der Kern X (y,x&) und die Störungsfunktion /(q) folgende Werte: Im Haft- 
gebiet ist wegen s,— 0 


» \ / (/ ad + oO) ‘ ’ a 1 + © 
Ko(p,2)—L(g,r Ben L(g9,%), %(g)= A+7):B(p + gı)'In : 
—& | y 
”  f am 
') Näherungsweise darf im folgenden auch A1=D'|s—24: n + r \b | und C=0 gesetzt 
'2 
p (p) 
erden. wenn 7 cegen 1 klein ist. 
y 
0 *) Es ist bemerkenswert, daß die Funktion Lg, x) für e=g den Wert | ;g annimmt, sie ist 
u. 
Ir «lso im Innern des Quadrates (-1 <p< +1) (— 1 <x< + 1) überall stetig, auf dessen Rand dagegen 
Iogarithmisch unendlich mit Ausnahme der Endpunkte der Symmetriediagonalen r=y=+ 1 und 
7} +) 
"=g=— 1, in denen wegen „= - Unendlichkeiten erster Ordnung existieren. 
1 — Zu 1 I (1 + q) 


m unneuieen Dun ernten > We 





\ \ i a i Ztschr. f. angew. 
I8 Fromm, Schlupfberechnung beim Rollen deformierbarer Scheiben Math. und Mech. 


im Gleitgebiet für s, > 0 wegen !(g)= ww :p(g) dagegen nach Gl. (35) 


i -1 | B | 
K(9,2) = - ——:; [= ——(e+gM), 
r I #0 \F —.%) + 0 
und im Gleitgebiet für s, <0 mit /(g) = — wp(9) entsprechend 
N B | 
K(g,2)= ; ; fFd)=—-g+ NM). 
— I 40 (4 => uo 


Da die Formen für Kern und Störungsfunktion demnach nur gebietweise bekanut 
sind, wird man zur Lösung der gefundenen Integralgleichung eine Annahme über die 
Einteilung der Berübrungsfläcbe hınzunehmen müssen, wie dies bei der für den Fall 
gleicher Schubmoduln durchgeführten Lösung geschehen ist. Außer den Werten Y1,72,Y3; : : - 
für die Grenzen der Gebiete bleiben dann in der Lösung die unbekann'en Konstanten A, 
B, C, @« und 9,, welche sich auf dıe gesuchten Größen «, b und s zurückführen la=sen. 
Bei Voraussetzung einer Reynoldsschen Einteilurg würden also die fünf Unbekannten 
Yı, 7a, @, db, s unter Benutzung der Randbedingungen und der Gl. (35) als Nebenbedin- 
gungen auf eine Ähnliche Weise zu ermitteln sein wie beim Fall gleicher Schubmoduln. 

Durch Einsetzen der gefundeneu Lösung für p(g) in GI. (35) erbält man die ge- 
suchte Formel für ?(y), nach deren Kenntnis das Problem als gelöst gelten kann. 


IV. Ergebnisse aus der Lösung für den Fall gleicher Schubmoduln. 


11. Die Vorgänge in der Berührungsfläche. Die in Nr. 9 angegebene 
Lösung liefert neben der gesuchten Formel zur Berechnung des Schlupfes eine Reihe 
von Aufschlüssen über Zustand und Vo:gänge in der Berührungsfläche. 

Es sei kurz an die Aussage von Gl. (23) erinnert, daß die Größe der Berübrungs- 
tläche und die Verteilung der Normal-pannungen in ihr bei Vorhandensein der Reibung 
im wesentlichen dieselben sind, wie sie aus der Hertzschen Theorie der reibungsfreien 
Berührung bekanut sind. Die Lage der B+rrührungstläche weicht nach (22a) nur un- 
wesentlich von der Symmetrie zur y-Achse (Zentrale) ab. 

Die Berührungsfläche besteht für alle praktisch in Frage kommenden Belastungs- 
fälle aus einem Haftgebiet an der Auflaufseite (7 =-+ 1) und einem Glei'gebiet an der 


Ablaufseite (g7 = — 1). Die Grenze 7, zwischen den beiden Gebieten liegt dabei für 
. 1 1 b m ’ h 
einen bestimmten Belastungswert ? = r _— 2) — um so näher an der Auflaufseite, je 
1 2 uo 
T e. . i , i 
größer der Nutzungswert = Zw ist, d. h. der Anteil des Gleitgebietes an der 
uo* max 


Berührungsfläche wächst entsprechend der Gleichung 


1 + v) >) \ 

y 2: n+ ZB ran 
stetig und ständig mit dem Nutzungswert von Obis 1. Nur für # > 1!) weicht das Haft- 
gebiet bei größeren Nutzungswerten auch an der Auflaufseite vor einem Gleitgebiet mit 
der Grenze ys zurück, und zwar ist dann yı stets dreımal soweit vom Wert 1/B entfernt 


I), Belastungswerte |3 > I lassen sich nicht ohne so zroße Formänderungen verwirklichen, daß 


die Vernachlässigungen der Rechnung zulässig erscheinen. Die Reehnung läßt sich also auf die 
Reynoldsschen Beobachtungen nur mit diesem Vorbehalt anwenden. 





Erläuterungen zu nebenstehender Abb. 10. 
y=dimensionslose Ahbszisse: 


Grenzen der Berührungsfläche von der Breite 25: links g=— 1 Ablaufseite, rechts g = + 1 Auf- 
laufseite; Bewegungsrichtung der Punkte in der Berührungsfläche von rechts nach links: Grenzen des 
Hafıgebietes: liuoks 9 =yı. rechts 7 = ya (ya= 1, wo nichts anderes vermerkt). 

t(y) j i i 
v(g)= — — dimensionslose Ordinate: 
to ' Po 

t(gy) = Tangentialspannung an der Stelle 7; po = größte Druckspannung, welche zu einer bestimmten 
Normalkraft N gehört: «o= Koeffizient der Gleitreibung, also «#0 'p, und #0 N größte Werte der Tan- 


1 1 b 
rentialspannung ?t(y) und Tangentialkraft 7, die zu der Kraft N gehören; 3 = (, -7 ) « — = Belastungs- 
1 2/ Mo 


T 
wert. worin Rı und Ay die Radien der treibenden und getriebenen Scheibe sind; » = ——_, = Nutzungswert. 


ug 


f 
- 
I 
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Ö 05 
Grenze des Haftgebiets 


Abb. 11. 


\hb. 12. 
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Kreebnis, daß erwartet werden konnte. 


i > 
N \ % J — 
7T u0 PO 


(U) 


ne 


-7 0 7 2 s. %# 
s 2 N Ö 
” ‚Mm er = ten 0 — & 
Sch’sofwe f a mn-17 MUoPo 


Abb. 13. Schlupfkurven bei elastischen Rollen. 
wie ya, bis sich Yı und y» für v=1 bei 1/P 
treffen und das Haftgebiet verschwunden ist. 
Für #2 >2 versagt die Lösung bei kleinen 
Werten von ®, 

Der geschilderte Zusammenhang zwischen 
’, 71, 72 und 5 und die nach Gl. (29) und 
(28a) za berechnende Verteilung der Tangen- 
tialspannungen über die Berührungsfläche sind 
in Abb. 10 und 11 dargestellt. Die gerade 
Grundlinie kann jedesmal von —I bis +1 
als Bild der Berührungsfläche gelten. Beim 
Vergleich verschiedener Kurven der Abb. 10 
ist zu beachten, daß #7» und nicht ein- 
deutig miteinander verknüpft sind. Sind aber 
bei Beurteilung eines bestimmten Reibungs 
triebes die Radien /, und As und der Koetii- 
zient 4 als konstant zu betrachten, so ver- 
ändern sich 4 9, und 5 miteinander und mit 
YN proportional. 

Eine möglichst allgemeingültige Darstel- 
lung für den Schlupf und den Gleitschlupi ge- 
winnt man aus der Betrachtung der Größen 


N = u > .$8 und N zu IR . ® r.., 
m — 1 uoPo n—\1 w#0Po 
Aus Gl. (25a, b) folgt, daß im ganzen 
Gültigkeitsbereich der Lösung der Schlupf mit 
yı, also auch mit dem Nutzungswert wächst, 
wenn f, # und p, unverändert bleiben, ein 


Für den Wert $S, gilt nach Seite 44 


u)l=+2(o+fh vw) Vw:-ı (w>ı). 





Ahh. 


14 


nebenstehend). Schlupfwerte 5 und Gleitschlupfwerte $S,(y) unter verschiedenen 


Bedingeuneen 


Ordinaten: 


N 


Jil 


\Werte von 


1 


G 


to Po 


= 


vi. v» und vr nach Abb. 10). 


m G 
und 5, p)= . By). 
n—1 mo 
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S=4 36 Sg 
Br dx 
U 
| Ä z, 
a| 5 I a 3 
fi Br aA 5=2 | 
2 vr ’ S=75 2 
,| r > N6=7 . 3=0 
50 mn \ Di 
I) ER MORE: ae 1 | _ | ___ |) 10 Ne 
-7 0 +7 -7 0 +7 -7 0 +7 -7 0 +7 -7 0 #7 / 
Y 
s 6“ 
. ke 2 
S=0,72 ö=77 3=197 /3=05 
1 0 +7 S=0,24 \ Fi u 17 
—— REES Mine. ei FE he eine i BR 0 
er . — +) e / 
3% 0 91-1 0 41-1 ?) „1-7 0 + 4 
1-7 
4 
43 
e zZ I 
v = = 7 ‘ 7 
S=-902 5-04 A ge |,” 
1 d 47 . —\ IN l nr VABER ) 
- 7 +1 -7 0 +1 -7 7) +1 -7 rk $ 
3=-068 3 
/ 4 
d 
2 
BIN -7 0 47 S 
0 471 -7 Fr BET „Damen gr 
Pa v Ö=- 
Leere S=-0.75 20,30 
=7 
rl = v und ’ Ä u | N 
0 +7 Ö “2 Aa: O +7 
S=-73 S=-1707 3=-082 
? 
PV) | 
u 
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In Abb ı2 ist S in Abhängigkeit von yı für verschiedene 3 dargestellt‘). Elimi- 
nation von yı aus Abb. 11 und 12 führt zu Abb. 13, in welcher die Kurven P — Konstant 
die sogenannten Schlupfkurven sind, die man sich bei v»= 1 in Richtung der positiven 
S-Achse beliebig verlängert denken muß, wenn man auch die Fälle einbeziehen will, in 
denen überall Gleiten stattfindet, also auch keine Haftlinie existiert. Der Verlauf der 
Gleitschlupfwerte S,(g)!) in Abhängigkeit von p zeigt Abb. 14 für Belastungsfälle (?, ») 
der Abb. 10. Der Abstand zwischen der S,(9)-Kurve und der eingezeichneten Geraden 
für S ist ein Maß für den Wert des Formänderungsschlupfes, da 

S—NS =S: — 2 . ® " Se ist. 
m—|1 ug9*»Po 

Auch der Energieverlust durch Gleitreibung in der Berührungsfläche kann jetzt 
bestimmt werden. Die von der treibenden Scheibe auf ihrer Längeneinheit in der Be- 


tr 1 
rührungsfläche je Zeiteinheit geleistete Arbeit ist Zı, =D | v(9)-t(g)dygy, und entsprechend 
+1 | 
für die getriebene Scheibe /s» = — b| v,(g):t(g)dg, also der Energieverlust für die 


| +1 
” 


Le-Llb+b= b: |v,(9) t(lg)dg 


w 


l,ängen- und Zeiteinheit 


Für die Gleitgeschwindigkeit gilt aber 
m—1 u„oPo . \ 
vv =tı —wm=R 0; ' 8, = —— : —— 'Rı 0: '98,(9), 
l (F 
ferner mit großer Annäherung v, = Rı w,, also LıL=Rı 0, : T—- Rı w, :n/25bri, po. Da- 
her erhält man für den relativen Energieverlust 


Dr 
— | 


> Lv m — ] 2 \ 
V- _- . 18,091 q dq 
Lı nvG , 
—1 
Das im allgemeinen elliptische Integral läßt sich für #<1 in der geschlossenen Form 
en i! Se 1 11 “ Po \ r \ 3 a1 
} (1 +1)’ (3 Y)+ (1-22. ı+9- 1°) 
iv'G s 1) 16 ' ’iı /] 


darstellen. » oder y, können durch Gl. (30a) eliminiert werden, woraus sich die Kurven 
in Abb. 15 ergeben. Beachtenswert ist, daß V und s nicht identisch sind, wie die Formeln 


zeigen. Für den Hebelarm e der Rollreibung, der dem relativen Verlust V entspricht, 
gilt der dimensionslose Ausdruck 

















0 = — 
aasas 215) O2 24 0,6 08 v 70 1695216) G2 04 06 08 v 170 
. L, 
Abb. 15 Relativer Rollverlust VY= z: Abb. 16. Hebelarm (der Rollreibung .. 
+] 
' Fu | wird 8 (- ee 2 y,d 
‚sur y= wır‘ > == > Y — if — ae y 
Rs er ie) m 1 u A 
„2+Y T / — j 
un ,(gi=?2: (i 3 : — 8 a ) Y yı (1 —g g—yı). 
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Die Kenntnis der Randspannungen p(g) und f(Y) in der Berührungsfläche ge- 
stattet nun auch, für die Berührung»fläche selbst und den Scheibenrand in ihrer Um- 
sebung die genauere Gestalt, die Verzerrungen und die Materialbeanspruchung zu be- 


u . dn(g) daE(g) . \ . 
‚echnen. Die Werte "= 7 und % sind aus Gl. (19) durch Ableitung zu erhalten, 
dag ( F 
wobei für die uneigentlichen Integrale die durch Gl. (23), (24), (25) gegebenen Cauchy- 
schen Hauptwerte zu setzen sind. Für die Gestalt des Randes findet man nun 
ıir r “. f ‚ 1 dE Y , 
„(g)=|my(S)d% und für die Tangentialdehnung © = er deren Stelle man 
‘ E e ) dg 
# 
besser die dimensionslosen Größen 
m G n\ i m G 
Ea-——: ‚37 uni E= -e(g 
m — 1 po b men | Po 
einführt. Unter Vernachlässigung von « und b/R gegen I hat man dann mit der Ab 
pP 
kürzung w({) = — "- zu der entsprechend dargestellten ursprünglichen (Gestalt 
: u P) 
Y = ‘ 5 G . Y (p) Er g* 
m—1i po b R:(} & 
ı Ro) 
innerhalb der Berührungsfläche' g'513 
7 7 2 De o Ho b b 
H, == 9 En mu 9 Io U w/ d, 9 | R In ( 5 ı 7 
U 
} In m— ? - [1+y B 3 + 2yı + 3y,’ } Ss 
RR ro?|— Vı—g?— wm: mn. AZ E23 
R 2(m—i). 2 (m —1 2 ) 4 2 2 ] 
und außerhalb der Berührangsfläche, je nachdem q 1 ist, 
er + | 
| m \ 1 / FR k 7 2 - " 
H«= „In(g -0’-)—-- g?— g :Vg? Hikzz Da Kor: 
Ug f! b 
? ] ( 
ar 
b 7 . Ei ı + Yı B 3+923yı +3 yı“ 3 S g 
Bu=—: +0’— a) Ya’—ıl-w!| E- fi 2 0. zVYo’—ı 
R \8(m—1 u 9 4 4 „I: 9 J | 
Für die treibende Scheibe hat man hierin ?= Rı zu setzen, für die getriebene Scheibe 
dagegen R=R, zu setzen und mw, durch — 4 zu ersetzen. 


Die Materialbeanspruchung soll bei nicht zu spröden Stoffen nach der größten 
Schubspannung, bei spröden Stoffen nach der größten Zugspannung beurteilt werden. 
Die in einem ebenen Schnitt senkrecht zur Zylinderachse wirkende Normalspannnng ist 
eine Hauptspannıng. Sie sei mit 977, die beiden anderen Hauptspannungen seien mit 
= . . ® Fr . 0II—0 
5, und 07, bezeichnet. Die drei extremen Beträge der Schubspannungen seien 7,— > 

2 


ı = ER ” : 7m 

2 2 
bekannter Weise durch die dort gegebenen Werte der Randspannurngen p(g) und ?(g) 
und der Dehnung & ausgedrückt werden. Führt man als »Beanspruchungswerte« die 
Verhältnisse 


71-011 r a. er .. . R 
—— Diese sechs Größen können für jeden Randpunkt in 


T7,JI, Ill 07,1], II] 
Br, II, 1 = Lit! bzw. 2] ILUI = 


Po Po 
ein, so ergibt sich innerhalb der Berührungsfläche 


i m — 2 1. eG 
Bırın: = Yle- \ 1—g°| + lu, w! q)l? 
| ' 


2 im 


is 


— ’ — 2 % 
Bııs = =>. - ki _ 7 Yı— g°F Bıır 


z\m— 


- 


); /w({)dtZ) kann durch Planimetrieren der Abb. 10 entnommen werden. 


0) 
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’ er. ‚ m > \ 07/1 2 ' l ‘ 
und %ı li — — FE; De . | l . 9° Bırr:;. Zn = — FR; a .VYı—g?. 
Po 2 (in —— L) Po m m — 1 


schließlich außerhalb der Berührungsfläche: 


m — | 
Bırra= ka, Bra = 1ı/m E,, Bır = 'E, und Zn =2/m’ E„, Zım =&E,& |Es. 


m 


Die Werte von Y, H, E und B sind für das Beispiel einer Rolle auf einer Schiene 
mit dem Reibungskvefiizienten “4 = 0,26 in Abb. 17 für die Nutzungswerte 0; °/, und I 


dargestellt. Die Formeln zeigen, daß Y(g) nur vom Verhältnis der Radien “= abhängt 


2) 
(vgl. Abb. 17, »Rolle treibend«), die übrigen Funktionen H, //. B und Y dagegen nur 
. ‚db . : Me 22 N.“ ’ : R 
mit P,= Fr und mit “0 sich ändern. Der Einfluß der ersten drei Größen ist bei elastisch 

i] 2 


deformierten Metallscheiben sehr gering, wie z. B. der Unterschied zwischen FExolie und 
Esehiene für v— 0 in Abb. 17 zeigt, der Einfluß von 4 darzegen ist beträchtlich, läßt sich 
jedoch leicht überblicken. Es sind nämlich für 7 und E die arithmetischen Mittel aus 


2 i i H, + H; Eı + Es 
den Werten für beide Scheiben H„— + 


- und „= a von Mo und damit auch 


von 7ı, also von » unabhängig und können daher der Darstellung für v= 0 entnommen 


werden. Die Abweichungen von diesen Mittelwerten für einen anderen Wert von » sind 
H, — II; E\— Es 


aber dem Koeffizienten 4 proportional und betragen z und "u sie sind bei 
to —= 0,26 für F aus Abb. 17 (v = °/; und = 1) zu entnehmen. — Für Br ır und X ır gelten 
dieselben Beziehungen hinsichtlich der Mittelwerte ne. — Br: Br: M "hund “ \ nd 
sh + Zn i i . ( : ' , 
„=  „ während By, selbst nahezu proportional , ist und für Ir dasselbe gilt wie 


für H und FE. Sclange man sich also auf die Betrachtung des elastischen Rollens von 
Metallscheiben aufeinander beschränkt, bei welchem die Werte ?, - N r stets sehr klein 
A 2 

sind, stellt Abb. 17 den typischen Verlauf der Funktionen //, E und B dar, welche nur 
dureh 4% in der angedeuteten übersichtlichen Weise variiert werden. Von den Dar- 
stellungen in den Abb. 10 bis 16, welche sämtlich von #° unabhängig sind, kommen 
hierzu die für ?=0 in Frage. 

Ein wertvolles Ergebnis ist, daß die größten Zugspannungen die Spannungen 0, 
an der Grenze der Berührungsfläche sind und daß die größten Schubspannungen im 
Inneren der Berührungrfläche herrschen. Für kreisförmige Druckfläshen hat Huber!) 
die Spannungsverteilung bei reibungsfreier Berührung angegeben und daraus geschlossen, 
daß die größte Zugspannung am Rande und zwar in radialer Richtung auftritt. Aus 
seinen Gl. (18) und (19) erkennt man ohne Schwierigkeit, daß die größte Schuhspannung 
im Innern des Druckkreises herrscht. Die Ergebnisse stimmen al-o im wesentlichen überein. 

Wenn 5 <0.1 ist, was in vielen Fällen der praktischen Anwendung, z.B. bei 
bartelastischen Materialien zutrifft, darf man ohne zu großen Fehler 5 = 0 setzen. Dann 
erhält man die einfachen Formeln 


P()=p-Vi-g: 


im Gleitgebiet ii) = m‘: Vi —y’ 129<y) 
. . r / ., "RE \ \ / r 
und im Haftgebit !(y,y)= mp: [Vı - 9?— Vı- (er) G<epy<+N) 
T l+y m— 1 +0 Do 
] Y — u _ 3 Y)s S$ (7 — .. R l + pn 
: uo' N 4 12 ;) m (7 r 
m — 1 ug ro - 
s(1,Y)= Ä 2Min (154387) 
m G 
u I nm —1 u Po 
| zı= = -(1+7, =$s 
L; TE G ( / 
4 r 
e = $ ) } 
| 1 
R; Rg 
) M. T. Huber, Zur Theorie der Berührung fester elastischer Körper. Ann. d. Phys. 1904, 


4. Folge, Bd, 14, S. 160. 
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Durch Elimination von y aus »(y) und s(y) entsteht die Gleichung der Schlupfkurve 


(tr RAR —- Ye 


m @G 


oder =. N / 
$ 2 Mo ' V" ( 1 - 1 )- — + (1 yı Y) 


' R 2 
also die einer Parabel. Ra 


(36), 


12. Vergleich mit Versuchsergebnissen. Es erscheint nicht als unmöglich, 
einen Vorgang wesentlich elastischen Rollens zu verwirklichen, für den eine ungefähre 
Gültigkeit der abgeleiteten Formeln zu erwarten ist, und es wäre von Interesse, Ver- 
suche an ihm zur Prüfung der Brauchbarkeit der Formeln vorzunehmen!). Von bereits 
ausgeführten Versuchen sind dem Verfasser keine bekannt, bei welchen eine hierfür ge- 
nügende Glätte der Oberfläche vorausgesetzt werden darf, d. h. bei welchen die Ab- 
messungen der Rauhigkeitserhebungen hinreichend klein gegenüber der Breite der Berüh- 
rungsfläche sind. Eine Uebereinstimmung in Zahlenwerten darf also im folgenden nicht 
erwaıtet werden. 

Bei den Versuchen von Jahn?) über das Abwärtsrollen einer Stahlrolle vom Radius 
R=6 em auf Stahlschienen von 0,4 cm Breite lag im übrigen eine geeignete Belastung 
N = 134 kg/em”', also po = 2920kg/em”?, b = 0 0516 cm vor. Zwei unter verschiedenen 
Bedingungen gemessenen Koeffizienten der Gleitreibung entsprechen die Werte 








40 ß max = 40 P0 Tmax = w*N 
0.26 — 0,0332 760 kg/cem”? 35 kglem”' 
0,149 - 0,0577 135 20 


und für die Nutzungswerte v — 0; 0,75 und | findet man: 

















Ho == 0,26 0,149 
v— 0 0.75 | 0 0.75 1 
T’= 0 26 35 0 15 20 kg/m”! 
,- V= 0 0,633 1,266 0 0,362 0,724 | 107° 
e = 0 1.3 3.5 0 0,43 1,15 107° cn 
8g max = 0 1,78 2,55 0 1,02 1,45 10° 
Yin _ı= 0,063 0,068 0,070 0,063 0,068 0,070 103 cın 
a Ei max = 0 + 0,57 + 0,63 0 + 0,35 + 0,36 107° 
Treiber nde BEN Euer“ = .. 3 
Scheil Eimn = — 0,705 - 1.01 — 0,94 — 0,705 — 0,89 — (0,783 107 
N » 1e ‚ee z 2. z 72 
Kama ‚ ) Tıma= | 590 1090 990 590 875 800 kelem”? 
7 rene - - - „ N u © 
O1 max = 15 13*0 1520 15 8:0 885 kg/em”? 
E9max = + 0024 + 0.33 + 0,66 + 0,024 + 0,19 + 0,38 10° 
Getriebene z Zz a u 
& } jı €9 min = 0,680 = ,So gas 0,92 — 0,680 ER 0,73 ar 0.78 10 u 
DECNEe : . .. N 
Bolie) T2mas = >90 940 980 590 790 Ssu0 kg’em” 
) r 
Agma = 53 805 1580 53 475 920 ke/cm”: 
Kontrolle: «= 0 | 0 0,483 — 0,597 | | 10° 


Man beachte die beträchtliche Erhöhung der Materialbeanspruchung (Tax, Imax) durch die 
Reibung und die Merkwürd'gkeit, daß 7ı max Jür v = 0,75 größer ist als für v—=1. Die 
Versuchsanordnung mit {#o = 0.26 wurde der Berechnung der Abb. 17 zugrunde gelegt. 
Bei #o—= 0,149 hat Jahn genaue Schlupfmessungen bei kleinen Neigungswinkeln Ö aus- 
geführt), welche mittels der Beziehung’) 


m) 
=  _#° __ (j= Trägheitsradius der Rolle) 


e 
waolil+-— | 
7 


!) Stahlscheiben mit polierten Oberflächen dürften bei einer Breite der Berührungsfläche von 
2b=1,3 em hinreichend glatt sein. Diese wird bei RR=20 cm, Ra=— 25 «m (Innentrieb), 20=4000 kg/em”? 
erreicht, wobei die größte Beanspruchung etwa max = 1500 kg/em”? wird. 

#) Jahn, a.a O. und Versuchsprotokolle (siehe oten 8. 27 Anm. 1). 

"N | R3 R? BE R? 

Genauer ist anstelle von 2 zu Setzen: ru Pr beim Abwärtsrollen und a ıi-e beim 
Aufwärtsrollen. Daher ist Rollen mit Haftgebiebt (»reines Rollen«) abwärts bei größeren Neigungen 
möglich als aufwärts, 








on 
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in Abb. 18 durch eine Schlupfkurve dargestellt sind. Dazu ist die nach Gl. (36) berech- 
nete Kurve aufgetragen, die wesentlich kleinere Schlupfe zeigt. 

Neben den Jahnschen Versuchen stehen nur vier Versuchsreihen von Sachs an 
Flußeisenscheiben mit nur 0,25 em Laaufbreite (gegenüber 2: 0,4 = 0,8cm bei Jahn) zum 
Vergleich zur Verfügung'!). Mit Rücksicht auf dıe rasche Zunahme des Koeffizienten der 
Gleitreibung darf bei einem Vergleich ırit der Rechnung nicht der höchste jeweils er- 
reichte Wert als uw. eingesetzt 
werden. Es wurden hierfür die 7° 
Werte kurz vor Beginn großer ® 
Schlupfe und vor dem Eintreten | 
von Unregelmäßigkeiten gewählt 
und der Wiedergabe der Ergeb- 
nisse aus den Versuchen und 
der Rechnung in den Abb. Is, 
I9 und 20 zuzrunde gelegt. In 
Abb. 18 wurde der Versuch 464 
unter Annabme von io = 0,413 
und die dazu berechnete Kurve 
eingetragen und es zeigt sich, 
daß für nicht zu große Werte Ei) » 2 
von » Versuch und Rechnung 
etwa in demselben Verhältnis 
größere Schlupfe liefern als 2707 I—m—— ee 


u 











x Versuche Nr 32 bis 44 von J.Jahn | 

Po=2IEO Agam"; lo =0, 199; Mo Po=435 hgem | 
| 
| 
I 


Nurzungswert 





. Versuche Nr 464 von & Sachs 
Po=T166 Age? Uo=Q473; lg Po=480 kgem“ 





3 Schlupf 5 in %o 
Abb. 18. 











2 |, a rl 

beim Jahnschen Versuch, näm- » En g „7 ° 
lich gemäß (36) im Verhält- NY ir | 
kn” | 
nis (Ho - Po Sachs) : (Ho * Po Jahn) = B4 er . Kurven nach Rechnung unter 
(0.413 ° 1166) : (0,149 » 2920) = 8 7 KR Vergrößerung der Schlupfe 
I80 : 435. 3 / Pan im ‚Verhältnis 70:3 

In Abb. 19 geben die 265 777 En — een Mod 
Punkte die Sachsschen Ver- N f/ 14 ee) 
suche Nr. 461 bis 464 unter S /// | we 
Annahme der Werte io = 0,23, Ik | | | 
0,34, 0 36, 0,413 wieder und die Va x NEWOT Alg=023 6 = #63 Mo= 036 2) 
hineingelegten Kurven ergeben W RE A da 











sich aus Gl. (36) für w = 0,23, | * VERREEREEE 


7 2 
0,34 ynd 0,413 (m = 1166 | er 
2 4 04 . Abb. 19. Versuche von G. Sachs. po = 1166 kglem”“, 
kg/cm”?) durch Multiplikation a 


der berechneten Schlupfe mit 


3 Schlupf 5 in ”%e 





















A - Ze ag #5 en Een, nee 

3,34. Abb. 20 bringt in stark RN Versuch #69 B' | een 

verkleinettem Schlupfmaßstabe $ | | | | 

den ganzen von Sachs aufge- s Mechnung zu #6% | 

nommenen Versuch 464 und die E. EURER, REN. PESREIRERE | \ MA: I 

dazu berechnete Kurve, um die E | | 

Lage des in den Abb. 18 und 19 [RA 695 210] 

dargestellten Bereiches zu zeigen. EEE Be EEE SEHE > ©, 1JEBE 2 Sale 
Hinsichtlich der Gestalt EM 20 30 4 50 60 Schlupf’ s in ?00 

der Schlup'kurven und deren Abb. 20. Vollständiger Versuch Nr. 464 von G. Sachs. 


Abhängigkeit von den Versuchs- 

bedingungen ist also wesentliche Uebereinstimmung zwischen Versuch und Rechnung 
vorhanden. Die Aehnlichkeit der experimentell gefundenen Schlupfkurven (Nutzungswert- 
Schlupf) mit bekannten Kurven der Frstirkeit (Spannung - Dehnung) oder der Gleitreibung 
(Reibungskoeffizient - Gleitgeschwindigkeit) berechtigt demnach allein nicht zu der Aus- 
sage, daß mit dem Schlupf plastische Verformungen verbunden sind oder daß der Koeffi- 
zient der Gleitreibang von der Gleitgeschwintigkeit abhängig ist. Denn die Rechnung 
setzte ja das Hookesche Elastizitätrgesetz und das Coulombsche Reibungsgesetz voraus. 
Damit ist eine Vermutung bestätigt, welche Herr Geheimrat Engen Meyer schon lange 


vor Kenntnis dieser Rechnung gelegentlich der Auswertung der Sachsschen Versuche 
geäußert hatte. 


') Aus den Versuchsprotokollen des Festigkeitslaboratoriums der Technischen Hochschule zu Berlin. 


nn N m a 
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Die beträchtlichen numerischen Abweichungen bedürfen jedoch noch einer Klärung, 
zu welcher geeignete Experimente wesentlich beitragen können. Abgesehen von dem 
Einfluß zu grober Öberflächenrauhigkeit, von den unbegrenzt großen Verzerrungs- 
geschwindigkeiten in den Gebirtsgrenzen der Berührungsfläche (vergl. Abb. 17, Kurven 
für //), die sich aus der Vernachlässigung der Massenkräfte ergeben, und abgesehen von 
der Anwendung des Problems ebener Verzerrungen auf Zylinder von verhältnismäßig 
geringer |.änge sind im wesentlichen zwei Voraussetzungen der Rechnung auf ihre pbysi- 
kalische Zulässigkeit zu prüfen: die des wesentlich elastischen Rollens und die des 
(oulombschen Reibungsgesetzes.. In beiden Fällen wird man auf die Theorie der 
Reibung zurückgeführt, denn die Rechnung liefert als größte Schubspannung bei Jahn 
Tanz = 0,373 9 — 1090 kg/cm”?, bei Sachs 7umax = 0,475 : Po = 553 kg/em”?, also Werte 
unterhalb der Elastizitätsgrenze (besonders nach wiederholter Beanspruchung). - Wenn 
also überhaupt plastische Verformung eintritt, so kann diese nur eine Wirkung der 
teibung sein. Die Vorstellung einer laminar strömenden plastischen Grenzschicht zwischen 
der Druckfläche und einem elastischen Kern der Scheibe würde hier vermutlich ebenso 
zu einer Vergrößerung des Rechnungsergebnisses für den Schlupf führen wie die An- 
nahme, daß die Reibung mit der Gleitgeschwindigkeit von Null ab wächst und an Stelle 
des Haftgebietes nur eine Haftlinie existiert. Um so merkwürdiger ist die erwähnte 
Uebereinstimmung der Formen nach obiger Rechnung und nach den Versuchen. 


Zusammenfassung. Der Schlupf beim Rollen zweier Scheiben aufeinander wird 
in »Gleitschlupf« und »Formänderungsschlupf« zerlegt, indem seine Beziehungen zur 
Deformation der Scheiben aufgestellt werden. Die Berührungsfläche wird in »Haftgebiet« 
und »Gleitgebiet« eingeteilt. Die Berechnung der elastischen Deformation der Scheiben 
durch Einzelkräfte liefert die Einflußfunktionen zur Aufstellung von Integralgleichungen, 
welche die in der Berührungsfläche verteilte Normal- und Tangentialbelastung den Rand- 
bedingungen unterwerfen. Eine l,ösnng für den Fall gleicher Elastizitätskonstanten der 
beiden Scheiben ergibt für die Größe der Berührung-fläche und die Verteilung der 
Normalspannungen in ihr bei Mitwirkung der Reibung dieselben Beziehungen wie die 
Hertzsche Theorie reibungsfreier Berührung. Auch die Gestalt der Berübrungsfläche 
und ihre Symmetrie zur Zentralen ist im wesentlichen von der Reibung unbeeinflußt. Für 
die Einteilung kommt praktisch nur ein Haftgebiet an der Auflaufseite und ein Gleit- 
eebiet an der Ablaufseite in Frage, und die Grenze zwischen beiden Gebieten entfernt 
sich bei Steigerung der Tangentialkraft immer mehr von der Ablaufseite. Die Material- 
beanspruchung wird durch die Reibung stark vergrößert. Der relative Energieverlust ist 
nicht identisch mit dem Schlupf. Die Schlrpfkurven (Schlupf- Umfangskraft) sind etwa 
parabolisch, also ähnlich experimentell gefundenen Kurven (aber mit numerischen Ab- 
weichungen!) und ähnlich den Festigkeitskurven (Dehnung-Spannung) oder denen der 
Gleitreibung (Gleitgeschwindigkeit- Gleitreibungskoeffizient), obgleich der Rechnung das 
Hookesche Elastizitätsgesetz und das Coulombsche Reibungsgesetz zugrunde liegen. 


Berlin, den 26. Februar 1926. 695 


Über die Gliederung ebener Fachwerke. 
Von H. POLLACZEK-GEIRINGER in Berlin. 


Aus dem Institut für angewandte Mathematik der Universität Berlin.) 


m in der Ebene die gegenseitige Lage von %k beliebigen Punkten durch Angabe 

geeigneter Abstände irgend zweier unter ihnen eindeutig zu bestimmen, sind 

mindestens (2/)°— 3) Abstände anzugeben. Denn k Punkte in der Ebene haben 
2% Koordinaten und durch drei skalare Zahlen wird ein ebenes Koordinatensystem fest- 
gelegt. Geht man z. B. von drei Punkten 1,2, 3 mit den Entiernunrgen rıs, rız, ?93. aus 
und schließt an diese weitere Punkte 4. 5, ..... k dadurch an, daß man jedesmal je zwei 
Entfernungen gegen bereits festgelegte Punkte angibt, so gelangt man zu einem speziellen 
System von (2 k — 3) Entfernungen, das die Aufgabe löst. Daß eine ganz beliebige 
Auswahl von (2% — 3) Abständen sie nicht löst, sieht man sofort, da, wenn k>5, es 
möglich ist, (2% — 3) Entfernungen so zu wählen, daß ein Punkt noch ganz frei bleibt. 
Bei einem dreidimensionalen System von Punkten gelten dieselben Ueberlegungen, wenn 
an Stelle von (2% — 3) der Ausdruck (3k — 6) gesetzt wird. 
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Die hier besprochene geometrische Aufgabe tritt in der Baumechanik in der Form 
auf, daß s starre Stäbe gelenkig so mit einander zu verknipfen sind, daß ein im Ganzen 


starres G+bilde entsteht. Greifen an den k Knotenpunkten eines solchen Gebildes, — das 
man Fachwerk nennt, — Kräits an, so ergeben die Gleichgewichtsbedingungen ein System 


von ?%& linearen inhomogenen Gleichungen (den %k Knotenpunkten entsprechend) mit s 
unbekannten Stabkräften (den s vorhandenen Stäben gemäß); unter diesen 2 / Gleichungen 
sind aber nur 2%k — 3 voneinander unabhängig. Ist s— 2k — 3, so heißt das Fachwerk 
ein statisch bestimmtes, und es ist im allgemeinen möglich, die unbekannten Stab- 
spannungen wirklich zu bestimmen. 

In Verfolgung dieser Aufgabe kam man bald auf solche Farhwerkgebilde, bei 
denen trotz statischer Bestimmtheit die Auflösung der Gleichungen keine endlichen Stab- 
kräfte ergab; das ist der Fall verschwindender Determinante. Föppl') hat gefunden, 
daß dieser Fall (Nicht-Lösbarkeit der Spannungsgleichungen) zusammenfällt mit der 
sorenannten Beweglichkeit des Systems. Beweglichkeit heißt dabei nichts anderes, als 
daß es bei Festhaltung der gegebenen s Entfernungen — der s vorhandenen Stäbe 
zu der ursprünglichen Figur noch eine endlich oder infinitesimal verschiedene Konfiguration 
sibt. Läßt man die Indices ., j alle jene Zahlenpaare durchlaufen, zwischen denen die 
Entfernungen festgelegt sind, so unterliegen die Koordinaten den Gleichungen: 


RER Y | DFIE FOEEREENe ı FESTE N, 


Für die infinitesimalen Verschiebungen der Koordinaten daw., dy. folgen aus der Be- 
dingung, daß die s Entfernungeu konstant bleiben, die Gleichungen: 
1 — 5) dan — ds) + y - y)dy-dy)=0. . .. (b) 

Das Fachwerk heißt beweglich, wenn dieses System nach Nullsetzen von drei beliebigen 
Verschiebungen eine nicht verschwindende Lösung in den übrigen (2%k — 3) unbekannten 
Verrückungen besitzt. d.h. im Falle s—2%k— 3, wenn die Determinante des Systems 
verschwindet. Der Föpplsche Satz ist darin begründet, daß die linke Seite des Systems 
der Spannungsgleichungen aus dem System (b) durch Vertauschung der Zeilen und der 
Kolonnen hervorgeht. Ein Ausnahmefachwerk bei dem das Spannungsproblem keine 
l,ö-ung besitzt und das eine — werigstens infinitesimale — Beweglichkeit aufweist, liegt 
also vor, wenn der Rang der Matrix von (b) kleiner ist als (2% — 3); ist er gleich 
?k — 3), so heißt das Fachwerk unbeweglich oder starr’). 

Die vorliegende Arbeit geht von der Tat- 
sache aus, daß es zweierlei Arten von Ansnahme- 2; su 3 r 
fachwerken gibt. Ein Sechseck mit seinen drei Ki / 
Hanptdiagonalen (Abh. 1) (k—= 6, s — 9) wird, wie | >) £ 
1. Müller-Breslau’‘) gezeigt hat, dann und nur | | 5 
dann zu einem Ausnahmefachwerk, wenn die | f # 
sechs Punkte auf einem Kegelschnitt liegen. Hier SE ai 
ist die Bewpglichkeit oder die Nicht-Lösbarkeit / L 
des Spannungsproblems in der speziellen gegen- v ie - 
seitigen Lage der Knotenpunkte begründet. 
Schließt man aber (Abb. 2) an ein Viereck mit \bb. 1. Abb. 2. 
zwei Diagonalen einen fünften Knoten durch 
einen Stab an (k=5, s=[7). so liegt eine Beweglichkeit vor, die in der Gliederung 
oder Struktur begründet ist, d. h.. die bestehen bleibt, wie immer man die fünf Punkte 
wählt. Analvtisch kommt dieser Unterschied darin zum Ausdruck, daß im ersten Fall 


die Determinante des Gleichungssystems — sei es des Systems der Spannungs- oder der 
Versehiebungsgleiehungen — infolge der besonderen Werte der Koordinaten, die in 


die Elemente der Determinante eingehen, verschwindet, im zweiten Falle aber iden- 
tisch, bei jeder Wahl dieser Koordinaten. Es ist eine für die Fachwerklehre sehr 
wichtige Frage, diejenigen Fachwerke — wir wollen sie brauchbare nennen — zu 
kennzeichnen, die nicht schon ihrer Gliederung gemäß zu den Ausnahmefach- 
werken gehören. 


) A. Föppl, Theorie des Fachwerks. Leipzig 1580, S. 36. 
*) Das Studium der Ausnahmefälle reht im wesentlichen schon auf Möhius zurück. (Lehrbuch 


er Statik, Leipzig 1837. 4. Kap.) Die allgemeine Untersuchung derselben und eine wichtige geometrische 
Charakterisierung verdankt man O. Mohr Civiling (2) 31; 1885. pag. 239.) 


H. Müller-Breslau, Statik der Baukonstruktionen. 2. Aufl. 1887. Bd. I. S. 20% 
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Für den Fall einer ebenen Fachwerksfigur beweisen wir in der vorliegenden 
Arbeit den folgenden einfachen Satz: 


Notwendig und hinreichend dafür, daß ein Fachwerk von k Knoten und 
2k— 3) Stäben brauchbar sei, ist, daß es kein Teilsystem von ! Punkten 
(4<1I<k) enthält, die durch mehr als (21— 3) »innere« Stäbe mit einander 
verbunden sind. 


Die Anleitung dieses Satzes und verschiedene Änwendungen — auch auf ebene 
Mechanismen — bilden den Gegenstand dieser Arbeit. Gegenüber einem von Frobenius?) 
herrührenden Satz iiber das identische Verschwinden von Determinanten, bei denen ein 
Teil der Elemente Nullen sind und die als Funktion der übrigen betrachtet werden, weist 
unsere Aufgabe erheblich größere Schwierigkeiten deshalb auf, weil die variablen Elemente 
in unserem Fall nicht voneinander unabhängig sind. Der Beweis gelingt durch eine Folge 
eometrischer Ueberlegungen, in denen von verschiedenen Resultaten der Fachwerktheorie 
Gebrauch gemacht wird. 

Im Raume gilt der entsprechende Satz nicht. 
Zwar ist es dort noch immer für ein k punktiges Fach- 
I IN werk von (3k — 6)-Stäben eine notwendige Bedin- 
I\\ NSS gung, daß kein Teilsystem von ! Punkten mit mehr 
I\\ NSS als (32— 6) inneren Stäben existieren darf, aber diese 
4 Bedingung ist nicht mehr hinreichend. Schließt 
man an zwei beliebige, nicht durch einen Stab ver- 
bundene Punkte — sie mögen 1 und 2 heißen — eines 
brauchbaren statisch bestimmten Raumfachwerks (vgl. 
Abb. 5) ein n-Eck (nZ3) a,b, c,...n so darch 
2n Stäbe an, daß von jedem der nr Punkte je ein Stab 
nach Pankt 1, einer nach Punkt 2 geht, so ist das 
£ Gesamtgebilde wieder statisch bestimmt, da n neue 

Abb. 3. Punkte und n+2n=3n neue Stäbe zu den k ur- 

sprünglichen Punkten und (3%k— 6) ursprünglichen 

Stäben hinzugekommen sind; es enthält ferner, wie man leicht abzählt, kein Teilsystem 

mit zu viel inneren Stäben; dennoch ist das Ganze unbrauchbar, da das nEck a,b,c,...n 
sich um die Verbindungsgerade der Punkte 1 und 2 als Achse drehen kann. 

Es soll noeh darauf hingewiesen werden, daß der Unterschied zwischen der 
Gliederung nach beweglichen Gehilden und gewöhnlichen Ausnahmefachwerken 
nicht etwa zusammenfällt mit dem Unterschied zwischen endlicher und infinitesimaler 
Beweglichkeit. Zwei kongruente gleichgestellte Dreiecke, deren entsprechende Ecken 
durch drei parallele gleich lange Stäbe 
verbunden sind (Abb. 4) bilden ein be- 
kanntes Beispiel endlicher Beweglichkeit 
trotz brauchbarer Gliederung.* Anderseits 
hat E. Kötter‘) in einer bekannten Ar- 
beit über die Möglichkeit, k Punkte durch 
weniger als 2k — 3-Stäbe unverschieb- 
lich zu verbinden, Beispiele gegeben 
(Abb. 5) (k=8, s= 12, entsprechende 

Abb. 4. \bb. 5. Seiten der beiden ineinander geschach- 

telten Vierecke sind parallel), bei denen 
zufolge einer speziellen geometrischen Konfiguration nur infinitesimale Beweglichkeit 
vorhanden ist, trotzdem sogar die Stabanzahl geringer als (2%k — 3) ist, was gewiß iden- 
tisches Verschwinden der Determinante, also Unbrauchbarkeit, zur Folge hat. Dadurch, 
daß Kötter Systeme, die nur infinitesimale Beweglichkeit haben, als unverschieblich 
bezeichnet, gelangt er zu der in der Ueberschrift seiner Arbeit gegebenen Formulierung. 
Vom Standpunkt der Fachwerktheorie sind aber Fälle von endlicher wie auch von in- 





RA 





') 0. Frobenius »LUeber zerlegbare Determinanten«, Sitzungsber. d Berl Akademie 1917; XVII. 

?) E. Kötter, »Ueber die Möglichkeit n-Punkte in der Ebene oder im Raum durch weniger als 
2n— 3 oder 3n— 6 Stäbe von ganz unveränderlicher Länge, unverschieblieh miteinander zu verbinden«. 
Festsehrift für H. Müller-Breslau. Leipzig 1912. — E. Kötter, »Theoretische und experimentelle 
Untersuchungen über eine neue Art stabiler Stabgebilde*. 2. und 3. Heft der Mitteilungen des Aachener 
Bezirksvereins deutscher Ingenieure 1913. 
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'initesimaler Beweglichkeit in gleicher Weise auszuscheiden, da beidemal das Spannungs- 
problem keine endlichen Lösungen besitzt. 


1. Brauchbarkeit einer Gliederung. Jede Gesamtheit von %-Punkten (Knoten), 
zwischen denen s Verbindungsstrecken (Stäbe) gezogen sind, wollen wir als Fachwerk, 
genauer als freies Fachwerk oder auch als Punktgruppe oder Punktsystem be- 
k(k —1) 


zeichnen (Abb. 6). Da sich aus k-Punkten (5) = > Punktepaare bilden lassen, 


so ist sicher s < (5) (in Abb. 6 ist k= 10, s—= 15). Liegen die k-Punkte alle in einer 


Ebene, so nennen wir das Gebilde ein ebenes Fachwerk, 
sonst ein Raumfachwerk (bzw. ein ebenes oder räumliches 


Punktsystem). Das, was in der Technik als ein »gestütztes« N Br, 
Fachwerk bezeichnet wird, läßt sich in bekannter Weise '!) — eu / 
durch Hinzufügung eines sogenannten »Erdfachwerks« auf / Pi N a 
ein freies zurückführen. / N / 
Wirkt auf ein freies Raumfachwerk von 4-Knoten ein \ / / jr 
Gleichgewichtssystem von äußeren Kräften P, so bestehen, \ _ + _[ 
wenn X;, Y., Z; die rechtwinkeligen Komponenten der im „..,”;, 
i-ten Knotenpunkt angreifenden Kräfte, x, %:, 2: die Koordi- 
naten der Knotenpunkte, /;,; die Stablängen sind, die 3 k-Be- Abb. 6. 
ziehungen: 
SS; _—= — Xi; & . L == Y;: P> = r ad = Z: (i = l, k) ; (1), 
] ’) ) r) ] 7 


die zum Ausdruck bringen, daß jeder Knoten für sich im Gleichgewicht ist. In der 
Ebene tritt für (1) das System: 


IS, — = X; 38, #-Yli=1l,..:.kK) ...(). 
; ij ; l;, 
Von den Gl. (1) sind nur 3k — 6, von den Gl. (2) nur 2% — 3 voneinander unabhängig, 
da zwischen den äußeren Kräften sechs bezw. drei identische Beziehungen bestehen. 
Ein Raumfachwerk, für das s=3%k—6 (bezw. ein ebenes, für dass s—=2k—3) heißt 
statisch bestimmt. Wählt man aus den Gl (1) 3k — 6 unabhängige aus, so erhält 
man bei einem statisch bestimmten Raumfachwerk ein System von 3 k — 6-Gleichungen 
mit ebensoviel Unbekannten. Wir nennen es das reduzierte System von Fachwerks 
gleichungen und seine Determinante die Fachwerksdeterminante,. 

Geht man statt von dem »Spannungsproblem« (1) von dem »Verschiebungsproblem « 
aus, das in der Einleitung erwähnt wurde, so hat man als Ausdruck der Unveränderlich 
keit der Stablängen die s Gleichungen: 


(a — x) (de: — de) + (y —yY) (dyv—dy)+(z—z) (da —dz)—0 (3) 

bzw. in der Ebene: 
(e— x) dus das) +y—y)(dy -dy)=0 ....(A). 

ist wieder s=3k— 6 (bzw. s=2k— 3) und setzen wir im ebenen Falle drei, im 
räumlichen Falle sechs Verschiebungen, zwischen denen keine lineare Relation besteht, 
gleich Null, so haben wir wieder ein System, in dem die Zahl der Gleichungen und Un- 
bekannten übereinstimmt. Man erkennt ohne weiteres, daß das Koeflizientenschema von 
(1), wenn vorher jede Gleichung mit /,, multipliziert worden ist, sich von dem Schema 
der Gl. (3) nur durch Vertauschung von Zeilen und Spalten unterscheidet. Die Deter- 
minante des durch Nullsetzen von sechs Verschiebungen reduzierten Systems (3) ist 
daher ebenfalls die oben betrachtete »Fachwerksd+«terminante«. 

Ist die Fachwerksdeterminante eines statisch bestimmten ebenen Fachwerks von 
Null verschieden, so ist das Spannungsproblem (1) bzw. (2) bei beliebigen 
äußeren Kräften lösbar und das zugehörige homogene System hat keine von Null 
verschiedene Lösung, d. h. es existiert kein System von Eigenspannungen. Zugleich 
gibt es keine von Null verschiedene Lösung des reduzierten Systems (3) bzw. (4), d.h. 
das Fachwerk verhält sich im Ganzen wie ein starrer Körper bzw. wie eine starre 
Scheibe. Ein solches Fachwerk nennt man in der Fachwerkslehre ein stabiles; wir 
wollen es als starr bezeichnen, da »stabil« in der Mechanik in anderem Sinne gebraucht 





I Vgl. etwa H. Müller-Breslau, »Neuere Methoden der Festirkeitslehre«. 5. Aufl., 1924, S. 18, 
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wird. Lassen wir hinfort die dynamische Seite der Frage ganz aus dem Spiele, so können 
wir die Starrheit so definieren: »Ein Fachwerk ist starr, wenn es keine ihm unend- 
lich benachbarte Figur gibt, die die gleiche Gliederung und die gleichen 
Stablängen hat, ohne der ursprünglich gegebenen kongruent zu sein«. 
Hierbei ist der Zusatz »infinitesimal« benachbart, wesentlich, da man zu einem Gebilde, 
das nach unserer Definition starr ist, im allgemeinen durch »Umklappung« ein nieht kongru- 
entes herstellen kann. 

Ein Fachwerk, das nicht starr ist, heißt beweglich. Wir wollen sagen, es besitze 
eine 4-fache Beweglichkeit, wenn es « linear unabhängige infinitesimale Bewegungen 
zuläßt, d.h. daß das System (3) oder (4) linear voneinander unabhängige Lösungen 
aufweist. Algebraisch bedeutet das, wenn r den Rang des Gleichungssvstems (1) oder (3), 
bzw. (2) oder (4) bezeichnet: 


N RA Fe rer 2 ne 

Die Matrix eines statisch bestimmten starren Fachwerks besitzt den Rang r=3k— 6 
(bzw. r—=2k—3), so daß «=0. Sind in dem Fachwerk um / Stäbe weniger als 3k — 6 
(bzw. 2k— 53) vorhanden, ist es also nicht statisch bestimmt, so ist, da der Rang r nicht 


größer als die Stabanzahl s sein kann, «= !. Ein Fachwerk, das weniger Stäbe hat als 
ein statisch bestimmtes von der gleichen Knotenzahl, ist also immer beweglich '). 

Unter Struktur oder Gliederung eines Fachwerks versteht man die Angabe der 
Anzahl k seiner Knoten, sowie die Angabe jener Punktepaare, die durch Stäbe 
verbunden sind. Die Gliederung eines Fachwerks ist also durch eine Zahlentabelle 
gegeben, z. B. !ür die in Abb. 7 dargestellten ebenen Fachwerke durch: 


k=6; (12), (23), (34), (13), (13), (24), (36), (56), (45) . . (a) 
k=6; (12), (23), (34), (45), (56), (6ı), (14), (25), (86) . . (b). 


In (a) ist zwar statische Bestimmtheit k=6, s— 9 vorhanden, aber die Verteilung der 
Stäbe ist eine derartige, daß das Fachwerk sicher nicht starr ist. Denn das G:lenk- 
viereck 3, 4, 5, 6 läßt eine Bewegung zu. Wie immer sechs Punkte in einer Epene 
angeordnet werden, solange die Verbindungen so gewälht werden wie in Abb. 7a, ist das 
Fachwerk stets beweglich. Hingegen ist (7b) ein Fachwerk (k—=6, s—=9), bei dem sich 
aus der Gliederung allein noch nicht entnehmen läßt, ob es beweglich ist oder nicht. 
Man weiß, daß ein solches Sechseck mit drei Diagonalen dann und nur dann eine (in- 
finitesimale) Beweglichkeit besitzt, wenn die sechs Ecken auf einem Kegelschnitt liegen ’‘‘). 


Wenn man in beiden Fällen da =dyı=dx% = 0 setzt, so lauten die Fachwerks- 
determinanten: 
Y: Yı () () () () () () v) () 
0 C; 4 U Yı 0 (0 () 0 0 () 
0 0 0 r; 1 Y4 Y 0 0 0 0 
Yı Y } Er U 7 () ) U 0 0) (0) 
Y: Yı (0 () 2 IC2 Yı — Ya () U 0 0 
() ! Ci Ya Yı % a Y Y 0 v 0 0 
0 ( V re X Yi Y IC 5 X  yY5 Yı V V 
0) 0 0) u u ce L U Y 9b Ä Y Y 
() 90 4 SP Y; Y () 0) () () se, 03 Y — Ya 
und 
Y: Yı 0) () (0 () 0) (0) 0) () 
Yı U x FE } | U 0 0 0 ) 0 0 
0 ner hr a ta ur 0 0 0 0 
0 0 0 1 x Yı 3Y %; X  Ys — Yı U 0 
() u) 0 0) 0 5 Lo U Y X X Yı U 
() (0) () 0) u () 1) m ii Y Yı 
0 () 0 I Cı Yı = yı ( 0 0 0 
Ys Y5 () () () () A be l, Y;5 Yı (0) () 
0 Br Yyı y 0 0 0 0 2 — % Y — Yı 


) Dagegen vergl. die in der Einleitung zitierten Arbeiten von E. Kötter. 
Verel. Fußnote °), S. 59. 
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Die erste dieser Determinanten ist (wie man bei Entwicklung nach den aus den vier letzten 
Spalten gebildeten vierreihigen Minoren sieht), bei jeder Wahl der Koordinaten gleich 
Null. Seızen wir die zweite gleich Null, so drückt das die Bedingung aus, daß die 
Punkte 1 bis 6 auf einem Kegelschnitt liegen. Allgemein können wir sagen: Es gibt 
Gliederungen, deren sämtliche Realisierungen unstarr sind, und es gibt solche, 
die starre und unstarre Realisierungen besitzen; Gliederungen, welche nur durch 
starre Fachwerke realisiert werden, gibt es im allgemeinen nicht; stets erhält man durch 
Nullsetzen der Fachwerksdeterminante 
eine Beziehung zwischen den Koordinaten der a) b) 
k« Punkte, welche bei Festhalten von (k — 1) 5 £ I 
Punkten eine Gleichung für den k-ten Punkt, Pr \ Pi 
die Gleichung des gefährlichen Orts dieses 4 \ "ol \ 
Knotens ergibt '). ee \ Er x L; 
Wir wollen eine Gliederung brauch- | —>3 * 
bar nennen, wenn sie mindestens eine Reali- x ‚ 
sierung durch ein starres Fachwerk besitzt, 
sonst unbrauchbar. Der Kürze halber wollen 
wir auch von brauchbaren oder unbrauchbaren Abb. 7 
Fachwerken sprechen, je nachdem ob ihre 
Gliederung eine brauchbare oder unbrauchbare ist. Algebraisch ist die Aufgabe, die wir 
untersuchen wollen, im ebenen Falle so zu formulieren: Zu einer Gliederung, die durch 
s—=2k-—3 Paare der Zahlen 1...%, nähmlich «ı Pı,:.. &P, gegeben ist, bilden wir 
eine Matrix aus 2% Spalten und s Zeilen, iniem wir in die te Zeile an die Stelle mit 
dem Index 


e 





» ‘ ) 
2 —1, 2 0, 8 —1, 2 9; 
die Ausdrücke 
Tai Ca Yai — Ya, Xpßi Lxiz Y3i — Yui 
und an alle andern Stellen Nullen setzen. Die Gliederung heißt dann und nur dann 
brauchbar, wenn es irgend ein Wertesystem Xı Yı,..-%.%. gibt, für welches 
die Matrix den Rang s hat. Im räumlichen Falle mit s—= 3% 6 hat die Matrix von 
s Zeilen 3%k Spalten und es stehen in der ’ten Zeile an der Stelle mit dem Index: 
3 — 2. 30; x 34, 3 —?2, 3b —1, 3 
die Ausdrücke 
ICH i . Li, Yai Br Y3iy Ar zZ )iy Li In is Ya; A Yu , ei a Zui 


und sonst überall Nullen. Gefragt ist wieder, bei welcher Auswahl «#ß; der Rang für 
alle Werte &, y;, 2; niedriger als s ist. Offenbar liegt die Unterscheidung der Fach 
werke in brauchbare und unbrauchbare tiefer als die zumeist vorgenommene in starre 
und unstarre. Statt wie üblich für ein gegebenes Fachwerk durch Untersuchen der Deter- 
minante oder durch Ansetzen des Spannungsproblems für eine allgemeine Belastung die 
"rage der Starrheit zu entscheiden, ist es zweckmäßig, vor allem die Brauchbarkeit seiner 
Gliederung zu untersuchen, und falls erstere sich ergibt, sodann erst die Spannungen 
wirklich zu berechnen. 


2. Formulierung des Hauptsatzes. Ein cbenes Fachwerk von k Knoten, für 
das wir auch kurz F, schreiben werden, besitzt die richtige Anzahl von Stäben oder 
auch es ist komplett‘), wenn für die Anzahl s(k) seiner Stäbe s(k)=2k—3 gilt 
"= 2. Besitzt es um » Stäbe zu wenig, so sagen wir, es fehlen » Stäbe oder auch, es 
besitze » nominelle Freiheitsgrade. Ein System, dem v Stäbe fehlen, hat auch min- 
destens » wirkliche Freiheitsgrade (vergl. S. 62), da die Matrix der Gl. (4) nur 
2k — 3 — vr Zeilen besitzt, also sicher höchstens den Rang ?k — 3 — » haben kann. 
Wir schreiben für ein F},, dem » Stäbe fehlen, kurz F}"). 

Wir müssen auch Teilsysteme der k Knoten eines F}‘”) betrachten. Etwa ein 
System von Z/(l<k) Punkten S;; dann nennen wir innere Stäbe dieses Teilsystems $; 
solche, die zwischen zwei Punkten von S$; verlaufen, Außenstäbe von $ı solche, die 


!) Näheres darüber vergl. etwa bei H. Liebmann »Ausnahmefachwerke und ihre Determinante« 
\lünch. Ber. 1920, S. 197 bis 227. 

®) Der Ausdruck »statisch bestimmt« wird von nun an vermieden. weil wir die Anzahlbedingung 
uch auf Teile des Fachwerkes anwenden wollen, wobei dieser Ausdruck dann keine Bedeutung hätte. 
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einen der ! Punkte von $; mit einem S, nicht angehörenrden Punkt verbinden; für = k 
gibt es natürlich nur innere Stäbe. Wir sagen dann /! Punkte eines F} bilden ein kom- 
plettes System von JPunkten oder eine komplette Punktgruppe, wenn sie 22 — 3 innere 
Stäbe besitzen; wichtig ist nun der Fall, daß es in einem F,') eine Gruppe von ! Puukten 
gibt, die mehr als 22—3 innere Stäbe besitzt. In dem Falle sagen wir, diese 
Punktgruppe bilde eine Anhäufung und das Fachwerk enthalte eine Anhäufung. Be- 
trachten wir z. B. das Fachwerk der Abb. 7a. Das ist ein F; mit neun Stäben, also 
richtiger Gesamtanzahl. Es besitzt eine Anrhäufung, denn die 

AR Gruppe der Z/=4 Punkte 1, 2, 3, 4 besitzt sechs statt fünf 

A innere Stäbe; Abb. 8 zeigt ein Fachwerk mit k=8, s=13, 

3K/. \ /\ also im ganzen richtiger Stabanzahl. Das Fachwerk besitzt 
MR . Sy, \ eine Anhäufung, denn die Gruppe der fünf Punkte 1, 2, 3, 4,5 
“ Sr. ar > besitzt acht statt sieben innere Stäbe, ebenso besitzt die Gruppe 

u ERBEN ji |, 2, 3, 4, 5, 6 statt neun inneren Stäben zehn solche Man 

| sieht übrigens leicht, daß beide genannten Fachwerke unbrauch- 

Abb. 8. bar sind, da in dem ersten das bewegliche Viereck 3, 4, 5, 6, 

in dem andern das bewegliche Fünfeck 2, 4, 6, 7, 8 auftritt; 

das #, wie auch das ZF besitzt je einen wirklichen Freiheitsgrad. Es ist noch zu 
bemerken, daß bei /<{4 Anhäufungen nicht möglich sind, da für =2 und !=» 


(.)=21-3 ist. 


Neben den inneren Stäben eines /-punktigen Systems S;, betrachten wir noch die 
inneren und äußeren Stäbe zusammen. Bemerkenswert ist hier der Fall, daß diese 
Anzahl kleiner als 2l ist; dann besitzt das System S; zu wenig äußere und innere 
Stähe. Dies ist der Fall in Abb. 7a; hier ist die zwei-punktige Gruppe 5, 6 eine, die an 
äußeren und inneren Stähen zusammen weniger als vier, nämlich nur drei Stäbe besitzt: 
und in Abb. S gilt dasselbe fiir die Gruppe 7, 8. Man sieht leicht, daß die beiden er- 
wähnten Umstände stets gekoppelt auftıeten, d. h. daß der Satz gilt: 


Gibt es in einem kompletten F, eine Anhäufung von /! Punkten, d.h. 
ein Teilsystem von !Z4 Punkten, das um 0 > 0 mehr als 21—3 innere Stäbe 
enthält, so gibt es auch eine Gruppe von m=k—1! Punkten, dieum 0 weniger 
als 2m äußere und innere Stäbe enthält. 


Denn die Restgruppe, die aus den k Punkten von FF, mit Ausnabme der / Punkte 
von NS; besteht, besitzt k — /!—= m Punkte und ihre äußeren und inneren Stäbe zu- 
sammen sind: Alle Stäbe des Fachwerkes bis auf die inneren Stäbe der Si also: 

(2Kk— s—(2ı—3 +p =2(k—|) - oo =2m—2. 

Wir können jetzt unseren Hauptsatz aussprechen: Nicht nur hat das Auftreten 

einer Anhäufung bei kompletten Fachwerken Unbrauchbarkeit der Gliederung zur Folge 

dies ist sehr leicht zu sehen und gilt auch im Raum — sondern auch umgekehrt ist 
die Anhäufung das einzige Vorkomninis, das bei kompletten ebenen Fachwerken Un- 
brauchbarkeit hervorruft; d.h. jedes komplette unbrauchbare F}. besitzt notwendig eine 
Anhäufunrg, oder auch! 

Hauptsatz: Jedes ebene komplette anhäufungslose F} ist brauchbar. 

Nehmen wir die triviale Umkehrur g dazu, so können wir auch sagen: 

Ein komplettes ebenes F, ist dann und nur dann brauchbar, wenn es 
anhäufungsfrei ist. 

Dieser Satz, dessen Gültigkeit durchaus auf die Ebene beschränkt ist, gibt dort 
das gewünschte einfache, rein abzählende Kriterium für Brauchbarkeit. Man hat also 
bloß Gruppen von ! Punkten k>174 zu bilden und zuzusehen, ob sich eine findet, die 
mehr als 22 — 3 innere Stäbe enthält. Findet sich keine, dann und nur dann ist das 
vorgelegte F, brauchbar. 


3. Beweis im einfachsten Fall. Wir beweisen den Hauptsatz durch vollständige 
Induktion, d.h. wir zeigen ihn für ein Fachwerk von « Knoten, unter der Annahme, daß 
er für jedes Fachwerk F«-ı erwiesen ist. Diese Annahme ist gestattet, da der Satz für 
«—3 richtig ist, denn ein komplettes F3 hat offenbar die Gliederung eines Dreiecks 
und ist als solches brauchbar. 

Beim Beweis sind drei Fälle zu unters-heiden, von denen zwei sogleich erledigt 
sind, der dritte genauere Betrachtungen erfordert. Wir gehen davon aus, daß es be- 
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kanntlich, da —2k>2%k—3 ist, kein komplettes ebenes Fachwerk geben kann, 
’ P- eu ’ 


das lauter vier- oder mehr-stäbige Knoten besäße. Es besitzt also jedes komplette 
ebene Fachwerk mindestens entweder: 


1. einen 0-stäbigen oder I-stäbigen, oder 
2. einen 2-stäbigen, oder 


3. einen 3-stähigen Knoten. 


Wir werden ferner davon Gebrauch machen, daß man durch Abbreehen eines 
Knotens, d.h. indem man sich aus der Fachwerksfigur den betreffenden Knoten mit samt 
allen von ihm ausgehenden Stäben entfernt denkt, aus einem F\ stets ein F«-ı gewinnt, 
usf. Wir unterscheiden nun beim Beweis die eben angeführten drei Fälle. 


I. F„ besitzt einen null-stäbigen oder ein-stäbigen Knoten; er heiße « 


Abb. 9). Dieser Fall ist von vornherein auszuschließen, da ZF, voraussetzungsgemäß 
komplett und anhäufungslos ist. Denn das Teilsvstem, das aus den (@ — 1) Knoten von 
F„ mit Ausnahme des Knotens « besteht, besäße im Falle eines null-stäbigen Knotens 
»@— 3, im Falle eines ein-stäbigen (2 « — 3) | =. «@— 4 innere Stäbe, gegenüber 
der richtigen Anzahl, die gleich 2 (« L) 32. 5 wäre; daher besäße F#, eine 
Anbäufung, entgegen der Voraussetzung. 

2. Fu besitzt einen zwei-stäbigen Knoten; Br F 
er heiße @. Die zwei Purkte, an die er befestigt ist, er 
mögen I und 2 heißen (Abb. 10). Wir brechen ihn ab. 
Es entsteht ein komplettes anhäufungsloses F,-ı; denn IR ‚/» R 
. / . ” , ‘ 
dieses hat (@« — 1) Knoten und ?a« —3)—?2?—- | x \ N | 
2 (a 1) — 3 Stäbe, ist also wieder komplett; es ist EA a ? 
aber auch anhäufungslos, ebenso wie F, Denn be Me 1 "A 
säße F,-ı eine Anhäufung, so könnte diese ja durch u 
den Vorgang des Anhängens von « nicht verloren \bb. 9. \bb. 10. 


gehen, da Anhäufung eine Eigenschaft der inneren 

Stäbe eines Punktsystems ist und daher durch Anhängen beliebig vieler und 
beliebig vielstäbiger Knoten nicht zerstört werden kann. Da also #,-ı komplett 
und anhäufungslos ist, ist es nach Voraussetzung brauchbar. Da F,-ı brauch 
bar ist, gibt es nach der Definition der Brauchbarkeit ein starres Fachwerk FF, |, 
das mit F«-ı gleichgegliedert ist. Weiter ist es bekannt (folgt sofort aus dem 8. 8. 8. 
Kongruenzsatz der Dreiecke), daß man stets aus einem starren F\,-ı ein starres #, 
erhält, wenn man an zwei beliebire Knoten von F,-ı einen neuen zwei 
stäbigen Knoten anhängt, der bloß mit den beiden nicht in gerader liinie 
liegt. Wir hängen also an die zwei Knoten I! und 2 von F„-ı einen zwei-stäbigen 
Knoten « an, der nicht auf der Verbindungs-Geraden 1 2 liegt; dann erhalten wir ein 
F,, das starr ist. Es ist mit dem gegebenen /", gleich gegliedert, daher ist dieses 
brauchbar. 

Dieser Beweis war so einfach, weil die beiden wesentlichen Schritte unmittelbar 
ausführbar waren. Wir konnten a) von dem gegebenen kompletten anhäufungslosen /', 
soiort zu einem kompletten anhäufungslosen #,-ı kommen, b) von dem starren #,.ı zu 
einem starren mit #4 zleichgegliederten # zurückkehren. Beide Schlüsse sind im all 
gemeinen Fall nicht so selbstverständlich, sondern erfordern Hilissätze, die wir jetzt an 
geben müssen. 


4. Kombinatorischer Hilfssatz. Wir führen zunächst 


wei einfache neue Definitionen ein, nämlich die von Summe £ 
und Durchschnitt zweier Teilsysteme S$, und 8, eines Fach- +2 

werkes; d. h. wir betrachten (vergl. Abb. Il) in einem Punkt- PL; | 
system von k Pankten und s Stäben (s kann gleich 2% — 3 sein De, T / 
oder auch kleiner) ein System von %kı Punkten S, mit seinen "ae 
inneren Stäben und ein Svstem von /y Punkten 8, mit seinen ,‚“ % 7 
inneren Stäben. Es können die k, und %k, Punkte teilweise . 4 
zusammenfallen (z B. 5, =4,6, 7,11; 9 =4,5,6,7) oder 

auch gar keine Punkte zemeinsam haben (z. B. 8, = 1, 2,3: \bb. 11. 
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S3=S,=4,5,6,7). Man versteht unter der Summe $ı, zweier solcher Punktsysteme 
das Punktsvystem, das aus allen Punkten besteht, die entweder Sı oder S$:; 
angehören und aus allen inneren Stäben dieses Svstems. Wenn — wie 
oben — 8; aus den Punkten 4, 6, 7, Il und deren fünf inneren Stäben (4,6), (6,7), 
(11,4), (11,7), (11,6) besteht und 8, aus den Punkten 4. 5, 6, 7 und deren inneren Stäben 


4,5), (5, 7), (7, 6), (4,6), so besteht S,3 aus den Punkten 4, 5, 6, 7, 11 und deren 


-. 


inneren Stäben (4,5), (5, 7), (7,6), (4,6), (4, 11), (11,6), (11,7). &ja enthält also hier 
nur Stäbe, die schon im S, oder N, als innere Stäbe vorkamen. Hat man aber etwa 
Sı =1,2,3 mit den Stäben (1,2), (1,3), (2,3) und &=4,5,67 mit den Stäben (4,5), 
(5,7), (7,6), (4,6), so besteht Si, aus den Punkten 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, mit den inneren 
Stäben (1,2), (1,3), (2,3), (4,5), (5,7), (7,6), (4,6), (1,4), (3,6), (2,5). Sıa enthält also 
außer den inneren Stäben von NS; und von 8» noch drei Stäbe, die weder im S, noch im 
S; vorkamen, nämlich (1,4), (3.6), (2,5). Wir nennen Stäbe, die weder in der Gruppe 
N; noch in der Gruppe S, als innere Stäbe auftreten, wohl aber innere Stäbe der Summe 
sind. Verbindungsstäbe. 

Unter dem Durchschnitt D,» zweier Punktgruppen Sı und S, eines Fachwerks 
verstehen wir die Punktgruppe, die alle Punkte enthält, die sowohl Sı wie 
auch 8, angehören, und alle inneren Stäbe dieser Punktgruppe. Z.B. , 
und 8; haben den Durchschnitt 4, 6, 7 mit den inneren Stäben (4,6), (6, 7); Sı und 8, 
haben den Durchschnitt Null. Wenn k, und sı die Anzahl der Punkte bzw. Stäbe eines 
Systems N}, ka und s3 die Anzahl der Punkte bzw. Stäbe eines Systems S;,, d und s. die 
Auzahl der Punkte bzw. Stäbe ihres Durchschnitts, und endlich s, die Anzahl der Ver- 
bindungsstäbe bedeutet, so besteht die Summe S;, aus (kı + Aka — d) Punkten und 
sı +83 — Ssı + s,) Stäben. Kommt man überein, Verbindungsstäbe wie negative 
Durchschnittsstäbe zu rechnen, so kann man schreiben: 


ee. ee A 


wobei PD, außer den Punkten und Stäben von D,, noch die negativ gezählten Ver- 
bindungsstäbe enthält. Ebenso gilt: 


Sıa = Sı +98 — Dı: i ee A (8). 


Wir können nun einen einfachen Satz zeigen, den wir zum Beweise des Hilfs- 
satzes brauchen: 


In einem anhäufungslosen F, r=6) muß der Durchschnitt D:ısz 
zweier kompletter Punktgruppen $, und 8, wenn er aus mindestens zwei 
Punkten besteht (7 2), selbst komplett sein; auch die Summe Sı, ist dann 
komplett. 


Denn es habe $,, %; Punkte und 2%k, — 3 Stäbe, 8, habe k, Punkte und ?2ks — 3 
Stäbe; dann ist es unmöglich, daß D,» mehr als (2 d — 3) Stäbe besitzt, wegen der vor- 
ausgesetzten Anhäufungslosigkeit von F,®; es kann aber auch nicht weniger besitzen, 
denn hätte Dia d Punkte und 2d —3—o(e”7 1) Stäbe, so hätte Sı, nach (7) (kı +ky3 —d) 
Punkte und mindestens (? kı — 3) + 2 —3)— Rd —3 —o)=2(kı +k, —d)  3+0 
Stäbe, also eine Anhäufung, was nicht sein darf. Dı,» bat also genau 2d— 3 Stäbe; 
dann aber hat auch 8,» gerade 2 (kı + ky  d)— 3 innere Stäbe, ist also gleichfalls 
komplett. Wir können noch hinzufügen: 

Besteht der Durchschnitt D,, zweier kompletter Systeme Sı und 8; 
nuraus d=| oder d=( Punkten, so ist die Summe dann und nur dann 
komplett, wenn einer bzw. drei Verbindungsstäbe vorhanden sind. 


Das folgt sofort aus den Abzählungen: 


2 k; — ))+ (2 Ic; 3-1) (kı k. ie We 
2 kı - . > {9 IK; 3) +-3=?2 (key —. k,) 3. 


(Wenn man Verbindunsgstäbe als negative Durchschniitsstäbe rechnet, so heißt dieser 
Zusatz, daß der Durchschnitt D;s bei d—=1 bzw.—= (0 aus — I bzw. — 3 Stäben bestehen 
muß, damit Sı2 komplett ist; tatsächlich gibt 24 — 3 für d— 1 bzw. 0 gerade — 1 bzw. 
-- 3, also folgt auch hier in gewissem Sinn aus dem Komplettsein des Durchschnitts das 
Gleiche für die Summe.) 








... 
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Wir können jetzt den Hilfssatz beweisen, der im allgemeinen Fall den Uebergang 
vom anhäufungslosen F, zum anhäufangslosen F,-ı vermittelt: 

Wenn es in einem anhäufungslosen F};” (r”0) ein Punktetripel 1, 2, 3 
oibt, so daß jedes der drei Punktepaare (1,2), (1,3), (2,3) des Tripels einem 
kompletten System angehört, etwa (1,2) einem S;, (1,3) einem S;, (2,3) einem 
S;, so gibt es auch ein komplettes System S, dem alle drei Punkte |, 2, 3 
angehören. 

Der Satz ist natürlich trivial, wenn das Gesamtfachwerk selbst komplett ist, 7 — 0. 
Es ist wichtig zu überlegen, daß die kompletten Systeme S; (@ = I, 2, 3) auch zum Teil 
oder jedes bloß aus zwei Punkten mit Stab bestehen können, z. B. $; — dem Stab (2,3), 
denn in der Ebene sind ja zwei Punkte mit Stab dazwischen ein komplettes System; dieser 
all ist also nicht gesondert zu betrachten. Es sind beim Beweise zwei Möglichkeiten 
zu unterscheiden: 


a) Irgend zwei der Systeme, etwa Sı und 8, haben einen Durchschnitt D,, von 
= 2 Punkten; dann ist (vgl. S. 66) D,» notwendig komplett, daher muß auch Sı , komplett 
sein und da Sıs sicher alle drei Punkte 1, 2, 3 enthält, so ist das gesuchte S= Si; 


b) Keine zwei der Systeme 8, / = 1, 2, 3) haben einen Durchschnitt von d 7 2 
Punkten; dann bilden wir die Summe von allen dreien. Es besitzt, wenn S; 7 — 1, 2, 3) 
k; Punkte und 2 A, — 3 Stäbe besitzt die Summe $1;; aller drei Systeme m = (kı + kv, 


+ %k3 — 3) Punkte. Denn je zwei der 8, haben einen und nur einen Punkt gemeinsam 
z.B. 8} und S, den Punkt 5), so daß bei Bildung von $ı + 83 + 85; die drei Punkte 
I, 2, 3 doppelt gezählt werden. An Stäben besitzt Sı23 aber mindestens (2 kı — 3) +4 
(213 — 3) -+ (2k; — 5) da keine zwei der S; einen Stab gemeinsam haben. Da nun: 
2 —3)+ 2: -3)+2b -)=2(kh ++, —3)—3=2m—3 
ist, so besitzt Sı23 mindestens die richtige Stabanzahl und wegen der vorausgesetzten 
Anhäufangslosigkeit — auch nicht mehr, ist also komplett. Sıss ist also das gesuchte 
komplette S. Auf diesem einfachen Hilissatz beruht der Beweis. Im Raum gilt 


ein entsprechender Hilfssatz nicht: dies bildet dort den Ausgangspunkt zroßer 
Schwierigkeiten. 


5. Kinematischer Hilfssatz. Neben (dem eben erledigten Hilfssatz, der den 
Uebergang von einem anhäufungslosen F, zu einem anhäufungslosen Fi-ı ver- 
mitteln wird, benutzen wir einen zweiten Hilfssatz, der es gestattet, von einem starren 


kompletten F,-ı durch Anhängen eines drei-stäbigen Knotens zu einem starren kom 


pletten F, überzugehen. Beim zwei-stäbigen Knoten war das sehr einfach; beim drei 
stäbigen Knoten ermöglicht den gesuchten Uebergang ein sehr bekannter Satz der Fach 
werkslehre, der oit als das »zweite Bildungsgesetz« kompletter starrer Fachwerke bezeichnet 
wird). 


Aus einem starren kompletten Z#),-ı erhält man ein starres komplettes 


I, wenn man einen beliebigen Stab (m, „) herausnimmt, dies ergibt ein 
F,-) — und dann an drei solche Punkte |, 2, 3 die durch Herausnahme von 
f 


(m, n) eine gegenseitige Beweglichkeit erlangt haben, einen drei-stäbigen 
Knoten k so anhängt, das bloß %k nicht aufeinem gewissen Kegelschnitt dem 
sogenannten »gefährlichen ()rt« von k, den man in F\-,'') einzeichnen kann, zu 
liegen kommt (Abb. 12). 

In Abb. 12 ist F-ı ein Fünfeck mit zwei Diagonalen; / 
n,n) — (1,5); nach seiner Herausnahme ergibt sich F57. r u 
wir wollen an die Punkte 1, 3, 5 einen neuen Knoten k—6 an | 
hängen; zu dem Zweck zeichnen wir in /';() seinen völlig f | Gi 
bestimmten gefährlichen Ort ein, einen Kegelschnitt, der not- IN F 
wendig durch die Punkte 1, 3, 5 geht (in dem speziellen Fall | P 5 y4 
der Abb. 12 ist er ein Kreis, der auch durch die Punkte ? \ /] 
und 4 geht); wenn wir dann den Knoten 6 an 1,3, 5 so an- /, 
hängen, daß 6 nicht auf dem genannten Kegelschnitt X liegt, Y 
so ist das entstehende /", gewiß starr. Man erhält (vergl. RAnotı Be 
Nr. 1) die Gleichung des gefährlichen Orts, indem man die 
"achwerkdeterminante D von F', gleich Null setzt. Hält man Alıb. 12. 


1 


b> 
x 


) Vergl. z.B. F.Schur, Graphische Statik. Leipzig 1915. Satz 39, S. 115. 
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dann in der Gleichung D= 0 die Koordinaten aller Punkte bis auf die von Punkt % iest, 
so stellt in der Ebene diese Gleichung eine Kurve dar, und zwar zweiter Ordnung, wenn 
der variable Knoten ein drei-stäbiger ist, ({ — 1)-ter Ordnung, wenn er /-stäbig ist (vergl. 
I.c. ?), S. 62). (Ganz dasselbe Resultat kann man übrigens geometrisch erhalten, wenn man 
den Kegelschnitt als Erzeugniss projektiver Strahlenbüschel betrachtet, allgemein die Kurve 
-ter Ordnung als projektives Erzeugniss im Graßmannschen Sinne. Hier interessiert 
uns nur das bekannte Resultat für den drei-stäbigen Knoten. 


6. Beweis des Hauptsatzes im allgemeinen Fall. Wir betrachten wieder ein 
komplettes anhäufungsloses 7, und erinnern uns an die in Nr. 3 gegebene Fallunterschei- 
dung. F,„ habe keinen zwei stäbigen Knoten, sondern: 

3. Fu besitzt mindestens einen drei-stäbigen Knoten. Er heiße «@ und sei an 
die drei Punkte 1, 2, 3 befestigt. Wir brechen ihn ab, es entsteht ein Fr dem ein 
Stab fehlt. Wir können dann — behaupte ich stets einen Ergänzungsstab in En 


so einzieben, daß das entstehende komplette F,-ı wieder anhäufungslos ist, und wir 
können diesen sogar stets in irgend eines der drei Punktepaare (1,2), (2,3), (3,1) ein- 


vr. 
) Zu 2:03 
ziehen. Denn es kann nicht jedes dieser drei Punktepaare im F, / einem kompletten 


System angehören; wäre das nämlich der Fall, d.h. gäbe es drei komplette Systeme 
(= 1,2,3) (die eventuell auch Einzelstäbe sein können) so daß jedes der drei Punkte- 
paare einem von ihnen angehört, so gäbe es, da ” anhäufungslos ist, nach dem Hilfs- 
satz von Nr. 4 ein kompleites System S dem alle drei Punkte 1, 2, 3 angehören; S ver- 


er 
mehrt um den Knoten « gäbe aber eine Anhäufung. Denn wenn S$ allein !-Punkte und 
221—3 Stäbe hat, so hätte N + « dann + 1! Punkte und ?21—3—+3 = 21 Stäbe statt 
2: (+1) —3—2l 1, also um einen zuviel, also wäre dann im F„ eine Anhäufung 


. rY . ” y | ” ” ” .. 
gegen die Voraussetzung. Es muß also im FF J mindestens einer der drei Plätze 


(1,2), (2,3), ®, 1) »frei« sein, d.h. so beschaffen, daß es kein komplettes 
System gibt, dem dieses Punktepaar angehört. An dieser Stelle, die es 
also stets gibt, ziehen wir den Ergänzungsstab ein (in Abb. 13 strich- 
z »:  punktiert). Dann erzeugen wir durch dieses Einziehen gewiß keine An- 
häufung, sondern erhalten ein komplettes anhäufungsloses Fr-ı; 
. dieses ist nach der Voraussetzung der vollständigen Induktion brauchbar, 
daher gibt es ein ihm gleichgegliedertes F,_ı das starr ist. Auf dieses 
wenden wir den Hilfssatz von Nr.5 an. Wir nehmen den eben einge- 
zogenen Ergänzungsstab heraus, dann erhalten die drei Punkte 1, 2,3 sicher 
eine gegenseitige Beweglichkeit, denn es gilt allgemein: 

Nimmt man aus einem kompletten starren Fachwerk einen Stab heraus, 
so entsteht im Ganzen eine Beweglichkeit. Speziell erhalten die zwei Punkte 
(m, n), zwischen denen man ihn herausgenommen hat, eine gegenseitige 
Beweglichkeit. 

Denn eine Beweglichkeit entsteht durch Herausnahme eines Stabes sicher, da ja 
nachher um einen Stab zu wenig da ist, und nur eine, da mehr als eine durch Wieder- 
einziehen eines einzigen Stabes nicht beseitigt werden könnte. Hätten aber speziell die 
zwei Punkte m und n dabei keine gegenseitige Beweglichkeit erhalten, wären sie starr 
miteinander verbunden geblieben, so könnte man, ohne an der Beweglichkeit des Ganzen 
etwas zu ändern, zwischen ihnen einen Stab einziehen; d. h. es bliebe, wenn man also 


. 


Abb. 19. 


den Stab (m, n) wieder einzöge, noch immer eine Beweglichkeit — gegen die Voraus- 
setzung der Starrheit des Ausgangsfachwerks. — Da also die Punkte 1, 2, » durch 


Herausnahme des zwischen ihnen befindlichen Ergänzungsstabes eine gegenseitige Beweg- 
lichkeit erhalten, so ist diese Voraussetzung des kinematischen Hilfssatzes erfüllt, und 
wir können an 1, 2, 3 einen drei-stäbigen Knoten «@ anhängen, wobei wir, wenn wir daraui 

: a (1) 
achten, daß « nicht auf den in F, ! 


‚ bestimmten gefährlichen Ort fällt, sicher ein starres 


Fachwerk #\,, erhalten. F, ist aber mit dem gegebenen F,„ gleich gegliedert, daher 
ist dieses der Behauptung gemäß brauchbar. Damit ist der Haupsatz vollständig bewiesen '). 


I) Man könnte auch statt den Hilfssatz von Nr. 5 zu benutzen und wie eben geschehen, 


die Beweglichkeit der zwei Punkte, zwischen (denen ein Stab herausgenommen wird, festzustellen, direkt 
den folgenden Satz algehraisch beweisen: »Nimmt man aus einem kompletten brauchbaren Fj-ı einen 
heliebieen Stab {m.n) heraus und hänet an die zwei Punkte m und n und an einen zanz beliebigen 
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7. Die Bildungsgeseize. Wir wollen in dieser Nummer die sogenannten Bildungs- 
vesetze bzw. Reduktionsgesetze, die die kompletten starren F}, aus den kompletten starren 


F,-; zu erzeugen bzw. jene auf diese zurückzuführen gestatten, rein abzählend ohne kine- 
matische Begriffe formulieren. Wie bekannt, gelten die folgenden auch S. 65 bzw. 67 von 
uns verwendeten Sätze: »ÄAus einem brauchbaren F}-ı erhält man durch Anhängen eines 
zwei-stäbigen Knotens % ein brauchbares F},; ebenso durch llerausnahme eines Stabes 
n,n) und Anhängen eines drei stäbigen Knotens an drei Punkte, die durch die Heraus- 
nahme von (m,n) eine gegenseitige Beweglichkeit erlangt haben«. Wir wollen von nun 
an die Zusatz-Bedingungen bezüglich des »gefährlichen UOrts« wie sie 8. 67 gemacht 
wurden, weglassen und dafür von brauchbaren FF statt von starren sprechen.) Wir 
haben S. 65 gesehen, daß wir speziell, stets ein brauchbares F', erhalten, wenn wir einen 
Stab (m, n) herausnehmen und an diese zwei Punkte und an irgend einen be- 
liebigen dritten Punkt des F, . einen drei-stäbigen Knoten k anhängen. 
Dieser spezielle Bildungsprozeß in dem keine kinematische Bedingung mehr auftritt, 
liefert aber bereits, zusammen mit dem vom Anhängen eines zwei-stäbigen Knotens, 
alle brauchbaren F, Denn sei ein beliebiges brauchbares F', vorgelegt, das keinen 
zwei stäbigen Knoten hat, und bricht man den sodann gewiß vorhandenen drei-stäbigen 
Knoten k, der an den Knoten I, 2, 3 hängt, ab, so besitzen in dem entstehenden Gebilde 
diese drei Punkte sicher eine und nur eine gegenseitige Beweglichkeit. (Denn wir können 
uns vorstellen, wir hätten erst den Stab (/:, 1) weggenommen, dadurch eine Beweglichkeit er 


zeugt, dann von diesem } ‘ noch den zwei-stäbigen Knoten k abgebrochen, wodurch sich 


an der Beweglichkeit nichts ändert.) In diesem 7, _, haben speziell die Punkte I, 2, 3 
sicher eine gegenseitige Beweglichkeit, denn hätten sie keine, so könnte ja die vorhan 
dene Beweglichkeit des ganzen Gebildes durch Anhängen des drei-stäbigen Knotens k an 
|, 2, 5 nicht zerstört werden. Daher können wir stets ein brauchbares #';-ı erhalten, 

) ’ „( 
wenn wir zwischen zwei gegeneinander bewegliche der drei Punkte |, 2, 3 von F\, { 
einen Stab einziehen. (Ein Platz dazu muß frei sein, denn wären alle drei Punkte durch 
Stäbe verbunden, so könnten nicht zwei von ihnen gegeneinander beweglich sein.) Somit 
läßt sich umgekehrt das gegebene beliebige brauchbare komplette F, aus einem geeigneten 
brauchbaren kompletten Z,-ı durch den genannten speziellen Bildungsprozeß erhalten. 
Das Wesentliche ist hier, daß die beiden geschilderten Bildungsprozesse: 

A) Anhängen eines zwei-stäbigeen Knotens 


B) Herausnahme eines Stabes und Anhängen eines drei-stäbigen 
Knotens an diese zwei Punkte undan einen dritten ganz beliebigen 
Punkt des Fachwerks 


sich ohne jede Bedingung bezüglich »Beweglichkeit« beschreiben lassen, also einen anderen 
Charakter tragen als die üblicherweise als Bildungsgesetze bezeichneten Vorschriften. 

Gleichzeitig haben wir erkannt, da durch die Prozesse A) und B) aus einem 
anhäufungslosen F;-ı nieein F, mit Anhäufung werden kann, denn Anhängen 
eines zwei stäbigen Knotens erzeugt gewiß keine Anhäufung und Anhängen eines drei 
stäbigen Krotens an drei Punkte, zwischen denen zuvor ein Stab herausgenommen wurde, 
ebensowenig — und da alle kompletten brauchbaren F', aus den kompletten brauchbaren 
";-ı durch die Prozesse A) und B) entstehen: 


Alle kompletten brauchbaren Fachwerke sind anhäufungslos. 

Also ist damit die triviale Umkehrung unseres Hauptsatzes eingesehen. 

Da wir jetzt wissen, daß »anhäufungslos« und »brauchbar« bei kompletten ebenen 
Fachwerken dasselbe ist, können wir auch die Reduktionsprozesse, die aus einem 


beliebigen brauchbaren kompletten Fi, ein ebensolches F,-ı machen, rein abziählend 
beschreiben: 


. . z . v (]) . PP . r y : 
eiteren Knotenpunkt des so entstandenen F,' einen drei-stäbigen Knoten k an, so erhält man ein brauch- 


vares Fachwerk Fı.« Dieser Satz, der in unserın Zusaminenhang als Spezialfall des kinematischen Hilfs- 
zes von Nr, 5 auftritt, ergibt sich unschwer durch Betrachtung der Fachwerksmatrix, dıe dem System (4) 
n Nr. 1 entsprieht. Seine Anwendung führt direkt von dem dureh Einziehen des Ergänzurgs tabes 
‚eugten kompletten anhäufungslosen und daher brauchbaren Fı-ı zu dem gesuchten kompletten brauch- 
aren Pi 


Ten 


en 
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A,ı) Abbrechen eines zwei stäbigen Knotens. 

B;) Abbrechen eines drei-stäbigen Knotens. k...(1,2,5)undEinziehen 
eines Ergänzungsstabes in eines der drei Punktepaare (1,2), (1,3), 
(2,3) so, daß keine Anhäufung entsteht. 

Denn da jedes brauchbare komplette Fachwerk nach der Umkehrung des Haupt- 
satzes anhäufungslos ist, so muß man nur den Ergänzungsstab anhäufungslos einziehen 
verel. Nr. 6), um ein anhäufungsloses, daher (nach dem Hauptsatz) brauchbares #,-ı zu 
erhalten. 

Wir können also alle kompletten brauchbaren Fachwerke durch die 
zwei rein abzählenden Bildungsgesetze A) und B) aus dem Dreieck ab- 


leiten und umgekehrt alle diese durch die abzählenden Prozesse A,) und Bı) 
auf das Dreieek zurückführen. 


8. Verallgemeinerung des Haupisatzes auf Mechanismen. Wir wollen 
unseren Hauptsatz noch verallgemeinern, indem wir nun auch die Gliederung von Fach- 


werken, die nichtkomplett sind, sondern um » Stäbe zu wenig haben — man nennt 
solehe meist Mechanismen — betrachten. So wie wir eine Gliederung von k Punkten 
und (2% — 3) Stäben brauchbar nannten, wenn sie eine Realisierung durch ein starres 


Fachwerk (also ohne eine einzige Beweglichkeit) zuließ, so wollen wir eine Gliederung 
von k Punkten und bloß 2%—3—»(r 1) Stäben brauchbar nennen, wenn sie 
eine Realisierung durch ein Fachwerk zuläßt, das nicht mehr als »v Be- 
weglichkeiten besitzt. Analvtisch heißt das nach (6), daß die Matrix der Glei- 
chungen (4), die in diesem Falle nur s=?2%—3 Zeilen besitzt, den Rang r=s 
hat. Es gilt dann der folgende Satz, der für r— 0 den Hauptsatz ergibt: 
Ein Gebilde FF” (r=70) von k Knoten und 2k—3 v Stäben hat nicht 
mehr als vr in der Gliederung begründete Beweglichkeiten, d. h. es ist im 
verallgemeinerten Sinne brauchbar, sofern es keine Anhäufung besitzt. 
Dieser Satz zeigt, daß Anhäufung tatsächlich das einzige Vorkommnis ist, das bei 
ebenen Fachwerksgebilden Unbrauchbarkeit hervorruft. Er ergibt sich genau wie der 
Hauptsatz durch vollständige Induktion, wobei wir uns kürzer fassen können: Nehmen 
wir an, daß er für alle F“ ‚ bei beliebigem r erwiesen sei, dann sind folgende Fälle zu 
unterscheiden: 
I, Das anhäufungslose Z,'” besitzt einen null-stäbigen Knoten, d.h. einen 
anz freien Punkt; dann existiert ein F, y’ dem nur mehr |» — 2) Stäbe fehlen, be- 
stehend aus allen vorher vorhan- 


2) b) c) d) denen Knoten mit Annahme von «. 

„X v_— Es ist noch immer anhäufungslos. 

A en / N ı N Daher besitzt es nach Voraus- 

z x * Ye >< —_ , setzung genau (r—2) Beweg- 
'd N j u N 7 lichkeiten. Vermehrt um den 

‘ . ee a “| N/ null-stäbieen Knoten «, be- 
73 sitzt das Z’«/ um zwei Beweglich- 

FF keiten mehr, also genau v (vergl. 


Abb. 14a). 


2. Fa besitzt einen ein-stäbigen Knoten (vergl. Abb. 14b); wir brechen ihn ab, 
1) 


es bleibt ein ae ‚also ein Gebilde von (« 1) Knoten, dem nur mehr (v — ı) Stäbe 
fehlen, und das noch immer anhäufungslos ist. Daher besitzt es genau (vr — 1) Be- 


weglichkeiten. Fügen wir den ein-stäbigen Knoten wieder an, so erhalten wir um 
eine Beweglichkeit mehr, also genau vr Beweglichkeiten. 

3. Das anhäufungslose Z%,/ besitzt einen zwei-stäbigen Knoten « (vergl: 
Abb. 14ec) an |, 2 befestigt. Wir brechen ihn ab, erhalten ein anhäufungsloses F\ ‚; dieses 
besitzt nach Voraussetzung genau » Beweglichkeiten: durch Wiederanhängen eines 
zwei stäbigen Knotens « an die Punkte I und 2 erhalten wir ein dem gegebenen gleich- 
gegliedertes F,” mit » in der Gliederung begründeten Beweglichkeiten. 

4. Das anhäufungslose #,“ besitzt einen drei-stäbigen Knoten (vergl. Abb. 14d), 


Dort st e—=8,s=1?!=13— 1, also r= I.) Wir brechen ihn ab, erhalten ein Bee 





Band 7, Heft I r De i er ‘ u 
Februar 1927 Pollaczek-Geiringer, Ueber die Gliederung ebener Fachwerke 11 


dem (» + 1) Stäbe fehlen. Wir behaupten, daß es möglich ist, einen Ergänzungsstab an- 
häufungslos in eines der drei Punktepaare (1,2), (2,3), (3,1) einzuziehen. Dies ist so, 
denn der Hilfssatz von Nr. 4, auf dem diese Möglichkeit beruht, war ja für Gebilde, 
denen beliebig viel Stäbe fehlen, ausgesprochen. Gehörte also jedes der fraglichen drei 
Punktepaare einem kompletten System $; an, (= 1, 2,3), so gäbe es in F',_, ein kom- 
plettes System S, dem alle drei Punkte 1, 2, 3 angehören, daher gäbe es nach Anhängen 


des drei-stäbigen Knotens « eine Anhäufung im gegebenen F,”. Da das nach Voraus- 
setzung nicht der Fall ist, ist mindestens einer der Plätze (1,2), (2,3), (1,3) »frei«, und 


(‘, » “ u 
dort ziehen wir den Ergänzungsstab ein, Das so erhaltene #,_, ist anhäufungslos, hat 


daher nach Voraussetzung genau v Beweglichkeiten. Durch Herausnahme des Er- 
eänzungsstabes erhält es um eine Beweglichkeit mehr, da ihm dann um einen Stab 
mehr fehlt, und zwar müssen speziell die zwei Punkte, zwischen denen wir ihn heraus- 
genommen haben, dabei eine gegenseitige Beweglichkeit erlangt haben, denn wäre das 
nicht der Fall, so könnte ja durch Wiedereinziehen des Ergänzungsstabes zwischen ihnen 
die im Ganzen neu vorhandene Beweglichkeit nicht verschwinden; daher besitzen nach 
Herausnahme des Ergänzungsstabes die drei Punkte |, 2, 3 mindestens eine gegenseitige 
Beweglichkeit. Eine Beweglichkeit zwischen ihnen wird aber durch Wiederanhängen 
des drei-stäbigen Knotens « zerstört. Daher erhalten wir, wie behauptet, ein dem Ge- 
gebenen gleichgegliedertes #7) mit genau v Beweglichkeiten. 

Wir hätten diesen Satz auch auf den Hauptsatz von Nr. 6 zurückführen können, 
unter Verwendung des folgenden Hilfissatzes: 


In ein anhäufungsloses #,”), dem »v Stäbe fehlen, kann man stets 
’ Stäbe so einziehen, daß das entstehende F, wieder anhäufungslos ist. 

Dieser Satz geht über das soeben hier wie auch in 6 bei Einziehen des Ergän- 
zungsstabes Benutzte hinaus, nicht so sehr weil jetzt v Ergänzungsstäbe anhäufungslos 
eingezogen werden sollen und früher einer, das ist unwesentlich; aber früher wußte 
man, daß das a in das der Ergänzungsstab eingezogen werden sollte, aus einem 
anhäufungslosen F, ” durch Abbrechen eines dreistäbigen Knotens entstanden war. Der 
eben genannte Satz gilt aber für jedes F,”), von dem wir bloß wissen, daß ihm » Stäbe 
fehlen und es anhäufungslos ist. Wir wollen diesen Satz hier, um Raum zu sparen, 
nicht beweisen; er läßt sich durch Abzählungen, deren Grundlagen in den in Nr. 4 ent- 
wickelten Beziehungen liegen, einsehen. Man sieht leicht, wie mit seiner Hilfe die Ver- 
allgemeinerung des Hauptsatzes sich ergibt: Denn haben wir ein F,W), das anbäufungs- 
los ist und dem » Stäbe fehlen, so ziehen wir v Ergänzungsstäbe so ein, daß das ent- 
stehende komplette F, noch immer anhäufungslos ist; dann ist es nach dem Haupt- 
satz brauchbar. Nehmen wir die » Ergänzungsstäbe wieder heraus, so entsteht ein 
F,0), das genau v Beweglichkeiten besitzt; denn mehr als » Beweglichkeiten könnten ja 
durch Wiedereinziehen der » Ergänzungsstäbe nicht zerstört werden. 


9 Zusammenhang zwischen „komplett“ und „starr“. Wir folgern schließlich 
aus dem verallgemeinerten Hauptsatz einen diesem im wesentlichen äquivalenten Satz, der 
die Einfachheit der Verhältnisse in der Ebene besonders anschaulich charakterisiert. Ge- 
geben sei ein anhäufungsloses FC dem » > 0 Stäbe fehlen, und in dem zwei Punkte I 
und 2 starr, verbunden sind, ohne daß ein Stab zwischen ihnen ist. Das FW hat nach 
dem verallgemeinerten Hauptsatz genau » Beweglichkeiten. Da die Punkte I und 2 starr 
verbunden sind, können wir einen Stab zwischen ihnen einziehen, ohne daß an der 
Beweglichkeit des ganzen Gebildes etwas geändert wird. Wir erhalten dann ein 7,1 
dem » — | Stäbe fehlen. Da es aber noch immer » Beweglichkeiten bezitzt, muß es nach 
dem verallgemeinerten Hauptsatz eine Anhäufang besitzen und zwar eine, der die Punkte 
I und 2 angehören, da die Anhäufung ja erst durch Einziehen von (1,2) entstanden ist. 
Es gibt also im betrachteten F,”’-! ein System von !” 4 Punkten, darunter die Punkte 
Il und 2, das gerade (2/1 — 3) + 1 Stäbe besitzt; nimmt man den Stab (1, 2) jetzt wieder 
weg, so erkennt man, daß es im F\‘” ein komplettes System von / Punkten und 21 — 
Stäben gegeben haben muß, dem die Punkte I und 2 angehören. Wir erkennen somit den 
charakteristischen Zusammenhang zwischen Starrheit und unseren abzählenden Begriffen: 


Wenn in einem anhäufungslosen F,”, dem v Stäbe fehlen, irgend zwei 


Punkte starr verbunden sind, so gibt es stets ein komplettes System, dem sie 
angehören. 


Dieser Satz ist charakteristisch für die Ebene. Im Raum gilt er keineswegs. 
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10. Algebraische Interpretation des Hauptsaizes. Erinnern wir uns, daß eine 
Anhäufung von ! Punkten (vergl. \r. 2) für ein komplettes 7, die Existens einer Gruppe 
von (#* — I!) Punkten bedeutet, die an äußeren und inneren Stäben zusammen weniger als 
2(k — !) besitzt. Das bedeutet algebraisch, daß in der Matrix der Fachwerksgleichungen 
(4) eine Gruppe von 2 (k — !) Spalten auftritt, entsprechend den genannten (/ — !) Punkten 
mit weniger als 2 (# — /!) von Null verschiedenen Zeilen (vergl. z. B. die letzten vier Spalten 
in der ersten Matrix auf S. 62). Das identiscbe Verschwinden einer Fachwerkdeterminante, 
welches |a per definitionem Unbrauchbarkeit bedeutet, bringt also zufolge unserem Haupt- 
satze stets dieses spezielle Vorkommnis mit sich. D.h. es gilt der Satz: 


In der Matrix von 2k—3 Zeilen und 2% Kolonnen der Fachwerks- 
gleichungen (4) verschwindet dann und nur dann keine (2k—35) reihige 
Determinante identisch, wenn es in dieser Matrix keine Gruppe von 
p(p<?2%—5) Spalten gibt, in der alle Elemente gleich Null sind, welche 
diese p Spalten mit mehr als (?2?k— 3) —p Zeilen gemeinsam haben. 


Algebraisch sieht man übrigens am einfachsten die (bereits in Nr. 7 gezeigte) tri- 
viale Umkehrung unseres Hauptsatzes, da man sofort sieht, daß eine Determinante, 
die (zufolge einer Anhäufung) eine Gruppe von p Spalten der eben charakterisierten Art 
enthält, identisch verschwindet. 

Der hier gefundene Determinantenansatz hat eine Beziehung zu einem einfacheren 
Satz, der sich auf das identische Verschwinden von Determinanten mit voneinander 
unabhängigen Elementen bezieht. Man betrachtet nämlich eine. Determinante, in 
der — so wie bei unserer — gewisse Plätze mit Nullen besetzt sind, gewisse mit variabeln 
Gliedern, und fragt, wie eine solche Determinante gegliedert sein müsse, d.h. wie die 
Nullen verteilt und angeordnet sein müssen, damit sie identisch verschwinde. Es gilt 
dann ein von Frobenius (l. ce. 1) gezeigter Satz, der unserem analog ist: »Eine Deter- 
minante n-ter Ordnung, deren Elemente zum Teil Nullen sind, während die übrigen 
unabhängige Veränderliche sind, verschwindet der Gliederung nach, d. h. identisch in 
den unabhängigen Veränderlichen, dann und nur dann, wenn wenigstens eine Gruppe 
von p Zeilen existiert, in der mehr als n —p Spalten mit lauter Nullen besetzt sind.« 
Daß für die ebene Fachwerksdeterminante, in der die Glieder so vielfältig von- 
einander abhängen, ein entsprechender Satz noch immer gilt, ist der algebraische Inhalt 
unseres Hauptsatzes. 720 


Berechnung der Biegungsschwingungszahl einer Welle, 


die mit mehreren Lasten behaftet ist. 
Von ©. FÖPPL, Braunschweig. 


ir umlaufende Maschinen ist es wichtig, die minutliche Biegungsschwingungszahl n. 
der Welle festzustellen, da die Drehzahl der Maschine zwecks Vermeidung von 
tesonanzerscheinungen nicht mit r. zusammenfallen darf. Wenn mehrere Massen 
auf der Welle sitzen, hat man n, bisher so berechnet, daß man die elastische Linie, die 
bei der Schwingung auftritt, geschätzt und nach dem Verfahren der Näherungsfolgen 
durch mehrfache Integration der wahren schwingungselastischen Linie angenähert hat'). 
Als erste Schätzung benutzte man gewöhnlich die statische elastische Linie, nach der sich 
die Welle infolge der Erdanziehung durchbiegt. Unter Benutzung der Maßstäbe kann 
man aus der Zeichnung die Eigenschwingungsdauer 7, ermitteln. Das Verfahren ist um- 
ständlich durch die wiederholte Konstruktion von elastischen Linien, die viel Zeichenarbeit 
erfordert. Im Nachfolgenden wird eine Gleichung abgeleitet, die es erlaubt, aus der 
statischen elastischen Linie unmittelbar mit sehr weitgehender Genanigkeit die Eigen- 
schwingungszahl zu ermitteln. 
Wir gehen von der Differentialgleichung der elastischen Linie aus: 
SR EEE 
dx” JE 


in der y die Durchbiegung in der Entfernung x vom linken Auflager, M das Biegungs- 
moment, .J das Trägheitsmoment, (das ebenfalls mit «& veränderlich sein kann), und E den 


) A. Stodola. »Die Dampfturbinen«, Springer 1922, S. 3S1ff. — UÜ. Pfleiderer, »Die Kreisel- 


pumpen“, Springer 1924, S. 27611. oO, Föppl. »Grundzüge der technischen Schwinzungslehre«, Springer 
1923, S. 29 fi. 








Band 7, Heft 1 en i a n. 
Februar 1997 Föppl, Berechnung der Biegungsschwingungszahl einer Welle 13 


Elastizitätsmodul bezeichnen. Beim Fortschreiten um dx wächst M um die Scherkraft 
V mal !x an: 
d DI 


x 


Br; 


u 
IV 


und 
d ds Y 
V=E (v a aa 
dx d =) . 


Die von der Erdanziehung herrührende Scherkraft V, ist gleich der Auflagekraft 4, ver- 
mindert um die Summe der Gewichte links vom Schnitt: 





2G=gygim-=-A4, GE GE 
A, ae >> (F — E (7 r *) . . . . . . . . . (4 b). 
() dx dx“ 
2G bezieht sich auf die sämtlichen (Gewichte, die auf der Welle zwischen x = 0 und 
ce —= x sitzen (Abb. 1). 

In ähnlicher Weise können wir auch die 6, (; G; 
schwingungs elastische Linie ableiten. Wir sehen da _, | | | | y 
bei von der statischen Durchbiegung ab und bezeichnen u | 
mit 4 die Auslenkung der Welle, die bei der Schwin- / 2 _ 8 


sung auftritt, und die nicht nur vom Ort x, sondern 

auch von der Zeit { abhängt. In jedem Augenblick ist \bb. 1. 
Gleichgewicht zwischen den durch die Verbiegung der 

Welle ausgelösten Kräften und den Beschleunigungen, die die Massen erlahren, vor- 
handen. Es gilt also einerseits Gl. (3), andererseits ist: 


3 
PR # er ir 

dt’ 
Mit A ist die zeitlich veränderliche linke Auflagerkraft und mit V die veränderliche 
Scherkraft an der Stelle & bezeichnet. Uns interessiert die äußerste l.age, in der sich 
die Welle zu Beginn der Zeit (?=0) befindet. Die zugehörigen Werte der Durchbie- 
gungen und Kräfte zeichnen wir durch Beifügung eines Index »0« aus, also yo, Ao, Vo. 
Andererseits heben wir die Werte, die zur Zeit ? = gehören, die also dem Durchgang 
durch die Nullage entsprechen, durch Anhängen des Index »a hervor. Es ist demnach 


| =) die Geschwindigkeit, die eine bestimmte Masse beim Durchgehen durch die Mittellinie 


hat. Wir setzen ferner voraus, daß die Schwingung sinusförmig erfolgt, daß also 
nt . mt mt 
A = 4, 008 V’ = Vo cos : y= y, C08$ : . ; ° 
Tı Tı e Tı 


- A . m : : Tı 
Dann können wir Gl. (5) von der Endlage bis zur Mittellage, also von = 0 bis t= 


integrieren und den Impuls gleich der Bewegunsgröße setzen: 
Tr4 Tıd 
e i ’ 2nt 7: ; { dy fa 
(V— 4) dt= (Vo — 4 [ eos -. dti= (4, Vo) I —=_£m| (4). 


Tı YA, At 
() () 


Da wir bs = = integriert haben, mußten wir im letzten Ausdruck die Geschwindigkeit 


'ı der Mittellage einsetzen. Nach Gl. (6) ist 


dy Zn .. SE BIT N8 2n 
ö Yo -/ sın Yo . . . . . 5). 
dt/’u Tı Tı | 2 
Die Verbindung der Gleichungen (7) und (Ss) liefert: 
a n\’ 0 2 
| = ) & nt Yo = Av V; . . . . . . . ° . (2). 
77 


u Gl. (9a) tritt die Scherkraft Vo auf, von der die Form der schwingungselastischen Linie 
‚bhängt. Die Gleichung entspricht deshalb der ersten der Gleichungen (4) und kann wie 
'iese zur Aufstellung der Differentialgleichung der elastischen Linie verwendet werden. 
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Die Gleichungen (4a) und (da) sind wesentlich dadurch voneinander verschieden, daß im 
ersten Fall die Summe der Massen > m, im zweiten die Summe der Massen multipliziert 
mit den zugehörigen Durchbiegungen auftreten. Die aus Gl. (4a) abgeleitete Gl. (4b) 
kann graphisch integriert werden. Aus Gl. (9a) erhalten wir unter Benutzung von Gl. (5): 
Av (—) Im Y E u (J ud 7) r (9b). 
Tı dx dx“ 
Diese Gleichung kann nicht in gleicher Weise behandelt werden wie (4b), da die Unbe- 
kannte % nicht nur als zweiter Differentialquotient, sondern auch unter dem Summen- 
zeichen auftritt. Die schwinrgungselastische Linie ist demnach jene statische elastische 
Linie, bei der die tatsächlichen Massen „2 durch fingierte Massen m yo ersetzt sind, zu 
deren Bestimmung erst die bei der Schwingung an jeder Stelle auftretende Durchbiegung 
bekannt sein müßte. Der Maßstab, in dem m yo aufgetragen wird, ist gleichgültig, da die 
Schwingungsdauer unabhängig vom Schwingungsausschlag ist. Um dem Produkt m yı 
die Dimension einer Masse zu „eben, multiplizieren wir es mit dem Faktor « von der 
Dimension ' und führen «m y, als fingierte Massen ein. Tatsächlich sind statische 
eim 
und schwingungselastische Linie voneinander verschieden. Bei der letzteren tragen die 
Massen in der Nähe des Auflagers entsprechend der geringeren Durchbiegung weniger 
zur Verbieeung bei. Wir können aber doch die Durchbiegungen y, der statischen elasti- 
schen Linie zur Berechnung der für die schwingungselastischen Linie nötigen Belastungen 
+ NM Yo benützen und die Schwingurgsdauer für diesen angenäherten Fall mit Hilfe des 
Impulssatzes berechnen. 
Die Summe der beiden Auflagerkräfte A, und B, ist, wenn nur die Schwingungsdauer 
I. Ordnung gesucht wird, gleich der Summe der fingierten Massen mal Erdbeschleunigung g: 
Aa+B=gae2lmy) : -» : : 2.0.0.0. (10). 
Wir nehmen an, die Ordinaten y der zwischenliegenden elastischen Linien bei der Schwin- 
gung seien verhältnisgleich den Ordinaten y, der statischen elastischen Linie und können 
für eine Zwischenstellung ähnlich wie in Gl. (6) schreiben: 


ni Int nt i 
A = 40 603 B= DB, cos y= y, cos : A+B=ygyw>(my) (11 
Tı lı Iı 
in 1 e . , 
In der Zeit von =0 bis /= _ wird von den Auflagerkräften .! und B der Impuls Z/ 
4 
ausgeübt: 
IE 
« Tı Tı . 
Z=I(A+Bdt= (40 + B)=y «im Y ; ee 48 
In 2n 


Da .! und B die einzigen äußeren Kräfte sind, ist der Impuls gleich der Bewegungsgröße, 
d.h. der Summe der fingierten Massen « ın y,, jede multipliziert mit der in der Zeit von 


a Tı ’ 2 . jay, r r ’ 
t—0 bis = erteilten Geschwindigkeit (—-). Unter Verwendung der 3. der Glei- 
t AxX/a 
chungen (11) ist also: 
Tı | dy\ 2n| . 2ntlrıls 2 n ' | 
Y aa imı = am / ( —asm YoYyı , sın | == am ] Pig 13) 
e 2 T \d t A j 1 1 I L Tı Tı i 


daraus wird: 
IN 
| SZ mys“ 
=2n| WI UPNEETEIE N 14) 


9 = IE Jg 


oder, wenn man statt der Massen m die Gewichte @, und statt der Schwingungsdauer 7) 


die Zahl „, der Schwingungen in einer Minute einführt: 
30 g26GMu 
1. ı = 


: 2 (!4a). 
- @ys“ 


7T 


Da die Schwingungsweite ohne Einfluß auf die Schwingungsdauer ist, ist der Faktor « 
heraus gefallen. 

Die Gl. (14) wäre streng richtig, wenn die Verteilnng der Massen im Verhältnis 
der Durchbiegungen geändert wäre. Dä die Durchbiegung unter einer Masse, d.h. die 
Schwingungsweite beliebig angenommen werden kann, muß Gl. (14) streng zutreffen für 
den Fall. daß nur eine Masse auf der Welle sitzt. In diesem Fall können die Summen- 











Tı 
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zeichen weggelassen werden und Gl. (14) geht in die bekannte Form für die Schwingungs- 
dauer einer Welle mit einer Masse über: 


er BEN, .) 71 | U 
- 4 


Gl. (14) gilt aber auch angenähert für beliebige Massenverteilung zwischen den beiden 
Auflagerungen. Um das zu beweisen, wollen wir die Biegungsschwingung eines Balkens 
unter dem Eigengewicht oder unter einer gleichmäßig verteilten Belastung 4 kg/em be- 
trachten. In diesem Fall lautet die Gleichung der statischen elastischen Linie: 


24 EJ\I I’ ’* 


Das in Gl. (14) einzusetzende Differential der Masse ist "dx und die Verbindune der 
g 
Gleichungen (14) und (15) liefert: 





] ix Ag 2% . 
| | 2 4 ) AR, 
- l B» 7% 
l E - | 
Tı=?2n } - = — 2 0,998. + (16) 
24 EJg | EJg 
x 2” y} 
(( — ) dx 
EB. 2 Re. 
0 


Nach der genauen Formel hätte man die Schwingungsdauer erhalten zu: 


5 ur 
T = | er . + (16a). 
7T E-:J+.g 
Die Abweichung zwischen Annäherung und genauer Berechnung ist nur etwa '; vll. 
Für den beiderseits eingespannten Balken mit gleichmäßig verteilter Masse liefert 
die Annäherungsrechnung innerhalb der Rechenschiebergenauigkeit das gleiche lörgebnis 
wie die genaue Rechnung: 


Y 
E:J-.y 
Selbst beim einseitig eingespannten vorragenden Balken, bei dem man besonders große 
Abweichungen zwischen der statischen und der schwingungselastischen Linie erwarten 
solite, ist der mit der Annäherungsrechnung verbundene Fehler geringer als '/, vH. 


Tı — ),2s0 £* 


4 


Der Balken mit Massen, die in entgegengesetzter Richtung schwingen 

Wir betrachten einen beiderseits gelagerten Balken, der mit einer zwischen den Lagern 

sitzenden Masse nı und einer am freitragenden Ende sitzenden Masse m, behaftet ist 

Abb. 2). Die Bewegungsgröße beim Durchgang durch die Mittellage «a ist gleich der 
. .. . . dı 1: 

Differenz der Bewegungsgrößen beider Massen, also gleich m, ( | m; ( . . Das 
dt/a at 

gleiche gilt von den Auflagekräften: Auch hier ist der während einer Viertelschwingung 

von den äußeren Kräften ausgeübte Impuls gleich dem Zeitintegral der Differenz der 

Auflagekräfte. Bei entsprechender Massenverteilung kann es vorkommen, daß die Differenz 


der Auflagekräite und infolgedessen auch die resultierende Bewegungsgröße Null oder 


sehr klein wird. In diesem Fall versagt Gl. (14), da unter dem Wurzelzeichen i 
oder der Quotient aus 2 kleinen Größen steht Die kleinen Abweichungen zwischen 
der statischen und der dynamischen elastischen l.inie sind nicht mehr vernachlässigbar 
klein bei der Aufstellung der Differenzwerte. 

Der Grenzfall liegt in dem durch Abb. ? veranschaulichten Schwingungsgebilde 
2 Massen z. B. dann vor, wenn sowohl die Massen m, und ms, als auch die von 
ihnen zurückgelegten Wege y, und y, einander gleich sind. Die letztere Bedingung 
st erfüllt, wenn ce in Abb. 2 gleich 0,226 1 ge- 


y.- 


mit 





nacht wird. 4 Pig B Try, 
Man übersieht auf Grund der vorauszehenden ı “ — p*® 

Ueberlegung sofort, wie man auch in diesem Falle re 

nit Hilfe des Impulssatzes zu einem beiriedigenden ._ kuale L_c1— 

Ergebnisse kommen kann. Bei der Schwingung der R ß f 


Anordnung Abb. 2 findet keine Verschiebung des Ablı. 2 





an er een 
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\Massenschwerpunktes, wohl aber eine Drehung der Gesamtmasse statt, indem die zu mı 
und na gehörigen Teilchen nach verschiedener Richtung verlagert werden. Wir haben 
infolgedessen den Impulssatz für Drehbewegungen 


Tı/4 


g 2 , d 
[Mar Im ar = Im) 
} ( a 


anzuschreiben. Da wir den Fall, daß außer dem \loment noch eine Kraft auftritt, nicht 
ausschließen wollen, müssen wir einen bestimmten Momentenrpunkt wählen, der mit der 
einen Auflagekraft etwa mit .! zusammenfallen soll. Mit & ist der Abstand der Masse 
vom Momentenpunkt bezeichnet. Der Impulssatz liefert dann: 


PX it ylır 


(17) 


(zweifach gelagerte Welle mit teils innerhalb, teils außerhalb der Lagerverbindungslinie 
sitzenden Massen). 

Die Massen, die in der äußersten Nullage unterhalb der Mittellinie liegen, sind mit 
positivem, die oberhalb liegenden mit negativem Vorzeichen einzusetzen, während y und 
y? bei dieser Regelung stets positives Vorzeichen haben. Wendet man die Gl. (17) auf 


Te=2n V 


gL m+y'X 


r i N : z GB 
die Anordnung nach Abb. 2 an, so erhält man die Schwingungsdauer 7’, = 0,374 z: V E; 
gE:: 

er A mit einer Genauigkeit von mindestens '/, vH, 

| | während Gl. (14) versagt hätte. Man übersieht 
er leicht, daß Gl. (17) die allgemeinere Form ist, 


und daß Gl. (14) aus (17) daraus hervorgeht, daß 





Bu —ı nz >Y man den Momentenpunkt ins Unendliche gelegt 
Fi Pa c hat. Die Unterschiede in den x-Werten sind in 
(RA102 23] diesem Falle beliebig klein und & kann deshalb 
Abb. 3. vor die Summenzeichen gesetzt und herausgehoben 

werden. 


Mit Hilfe der Gl. (17) ist es auch möglich, die Biegungsschwingungszahl der drei- 
fach welagerten Welle (Abb. 5) zu bestimmen. Wir haben die statische elastische Linie 
unter der Voraussetzung zu zeichnen, daß die Massen m zwischen A und B, jede mit der 
Kraft m-y nach unten und die Massen ı zwischen B und Ü nach oben gezogen werden. 
Daraus bestimmen wir die Durchbiegung y als Funktion von & und die Größe der sta- 
tischen Auflagekräfte A, B und C, die den Massen » entsprechen. Wir brauchen aber 
die Auflagekräfte, die den fingierten Massen my entsprechen, und die erhalten wir durch 


\ 


9 s . ’ mac»? , 
Multiplikation von A, B und Ü mit Den Momentenpunkt legen wir nach A 
Pe m’a 
und schreiben: - aeg 
use a \m ya) \m’) . > y\ 
Tı=?2n: (Welle in 3 Lagen) . . . (18). 


Bl, - O2) 2 m’xz’y) 


Die Gl. (18) kann auch zur Bestimmung der Eigenschwingungszahl Il. Ordnung 
der zweifach gelagerten Welle benutzt werden. Man muß in diesem Falle nur abschätzen, 
zwischen welchen beiden Massen der Schwingungsknoten liegt, und die statische elastische 
[.inie für den Fall aufzeichner, daß die links vom Knoten liegenden Massen durch mg 
nach unten und die rechts liegenden \lassen nach oben angezogen werden. Das mittlere 
l‚ager fällt hier weg und B ist Null zu setzen. Die statische Auflagekrafit C mal Hebel- 
aım /, ist gleich „2 mx und Gl. (18) geht deshalb über in: 


\ Bu 2 
Ta=2n.y (Welle in 2 Lagern) . . ......(19). 
9:2 (my 
Die Gleichungen (17) und (1D) liefern gleiche Ausdrücke für 77, und Zr. Bei der Auf- 
stellung der statischen elastischen Linie für 7yr [Gl. (19)] ist nur zu beachten, daß ein 
Teil der Massen nach unten und der andere Teil nach oben angezogen wird, und daß die 
l,age des Knotenpunktes geschätzt werden muß. 

Die Gl. (19) haben wir zur Bestimmung der Eigenschwingungszahl II. Ordnung 
einer gleichförmig mit Masse belegten Welle benutzt. Die Bestimmung der Lage des 
Knotenpunktes ist hier aus Symmetriegründen besonders einfach: Der Knotenpunkt liegt 
in der Mitte. Die Genauigkeit, mit der 77, bastimmt wird, ist in diesem Fall 0,2 vH, 
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Die Gl. (14) ist auf anderem Wege schon früher von Kull'!) mit Hilfe einer 
repräsentierenden« Durchbiegung f“ gefunden worden. Kull zeigt an einer Reihe von 

Beispielen, mit welcher großen Genauigkeit die Gleichung zur Berechnung von 77 ver- 
wendet werden kann, solange die Massen zwischen den l,agern liegen, und er weist auf 
die erheblichen Fehler hin, sobald die Massenverteilung unserer Abb. 2 entspricht. Die 
vorausgehenden Ueberlegungen zeigen, woher diese größeren Abweichungen kommen, 
und wie man mit Hilfe der Gl. (17) auch in diesem Fall befriedigende Ergebnisse er- 
halten kann. 

Eine ähnliche Ueberlegung kann auf eine mit Schwungmassen behafiete Welle, 
die Verdrehungsschwingurgen ausführt, angewendet werden. Auch in diesem Falle kann 
die Eigenschwingungszahl angenähert mit Hilfe des Impulssatzes bestimmt werden, wie 
an anderer Stelle’) gezeigt werden wird. 702 


Schraubflächen und Nullsystem in kotierten Rissen. 
Von EMII, WAELSCH in Brünn. 


it Hilfe der Methode der kotierten Risse ergeben sich in einfachster Weise die 

Schraublinien einer Schraubung, die bekannten Konstruktionen zur Parallel- 

beleuchtung der Schraubflächen (vergl. die Lehrbücher über darstellende 
Geometrie) und die wichtigsten Eigenschaften des Nullsystems auch auf Grund einer 
sehr einfachen, der Methode entsprechenden Definition des linearen Komplexes. 

1. Die Rißebene /I/ sei horizontal und Zeichenebene. Kote und Rıß X des Punktes X 
werden mit & bezeichnet, der Riß einer Geraden y mit g’. Der kotierte Kreis © (Abb. I 
ist Riß einer Rechtsschraublinie © mit vertikaler Achse durch ©. 

Für die Kote & eines Punktes X von © gilt: © —=ct, wo ce Parameter (reduzierte 
Ganghöhe) von © ist. Für den Punkt mit der Kote 1 ist daher: I=er, 7— 0Ol/r mit 
ul als Bogenintervall von ©. Die Tangenten fx von © haben dasselbe Intervall ,—01—01. 

Im folgenden wird c=1 gesetzt, so daß: =1, 01l=r, @=t. Daher: »Die 
Kreise mit dem Zentrum O und gleich gerichteten Bogenintervallen, die gleich sind deren 
Radien, sind die kotierten Risse von Schraublinien derselben Schraubung. Die Bahntan- 









sente /x eines Punktes X hat ein Intervall Jı — 01 — O1«. 
Der Rß & =x-+1 (d.h. 
des Punktes von fx, welcher die IN 


Kote &-+ 1 hat) entsteht daher 
Abb. 2a) aus O, indem O um den 
Riß sc »rechtsum« (nach dem mili- 
tärischen Kommando) gedreht wird, 
d.h. durch 90° im negativen Sinn, 


2. Es sei (' der Punkt auf 
der Achse mit der Kote ce=1 und 
F, der Fluchtpunkt aus (/ einer Ge- 
raden g und ihrer Parallelen. Diesen 
wird (Abb. 2b), ihr »Pol« (»Dreh- 
Iuacht« bei Th. Schmid) @ zuge- 
wiesen, der aus F', durch Linksum- 
drehung entsteht. Ist g horizontal, 
so liegt G@ senkrecht zu g im Un- 
endlichen von II, 

Die Pole zu einer Ebene X 
»aralleler Geraden (Abb. 2c) liegen 
dann auf der »Polgeraden« e von 
';, die durch Linksumdrehung der 


Due #7 


$ BY 2 
14' Y [ u 1 9 
"luchtspur fr von E erhalten wird. A 
ist der Riß f’ einer Fallinie f [RA69621:3 6 
von FE. Abb. 3. 


) 2.d.V.D.I. 1918. Heft 18 und 19. 
“) Erscheint demnächst in der Schweiz, Bauzeitung. 
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Die Bahntangente /x des Punktes X hat den Pol &. Alle Punkte, deren Bahn- 
tangenten parallel E sind, haben daher ihre Risse auf e. Die Fallinie / von E ist Bahn- 
tangente für ihren Kreuzungspunkt X mit der Achse. Satz: »Ist / parallel X, und tx in 
FE, so ist wenn Z, der Pol von /! ist, x senkrecht En". 


3. Parallelbeleuchtung der Schraubflächen. a) Es sei / der Lichtstrahl, 
/, dessen Pol, der »Beleuchtungspol«e. Die allgemeine Schraubfläche 7% sei gegeben 
dureh ihre Spur % auf //. Ist X, ein Punkt der Trennungslinie 7 von % auf %, so ist 
die Tangentialebene FE von % in X, parallel /, enthält /v und die Tangente /, von K, in 
Xo. Nach dem Satz in 2. ist ZX, senkrecht , d.i. die Tangente von % in X, als 
Spur von E; daher ist X\o Fußpunkt einer Normalen rw, von S aus L. Analog für 
andere horizontale Rißebenen, deren Beleuchtungspole auf derselben Vertikalen liegen, so 
daß folgt: »Der Riß 7’ ist die Fußpunktskurve aus /, der Kurvenschar, die aus %, durch 
Drehung um rc entsteht«. 

Insbesondere folgt hieraus für die Torse 7 der Schraublinie ©, da deren Spur 
%, Evolvente von © ist, daß die Tangenten aus L an © Teile von 7’ sind. Ferner ist 
die Spitze von I, auf © Punkt von 7’ also © Teil von T (© ist ja Rückkehrkante von 7). 

Für eine Regelschraubfläche N geht nw, da die Erzeugende y in E liegt, 
durch den Pol @ auf dem Kreis ©), so daß sich die Konstruktion von Abb. 3a für x 
auf y ergibt. Für einen horizontalen Lichtstrahl / (zur Bestimmung des Umrisses W) 
fällt Z senkrecht zu / ins Unendliche von /T. 


b) Daß /,@ in einer zur Fluchtspur /z senkrechten Geraden liegen, fo'gt direkt 
aus dem Satze in 2., wobei fr den Fiuchtpunkt F} verbindet mit dem Fluchtpunkt F, auf 
dem Fluchtkreis 7%, von N; dies dient aueh (Abb. 3b) zur Konstruktion des Risses x auf y. 


c) Allgemeine Schraub- 
fläche X, erzeugt durch Schrau- 
bung einer Kurve A (Abb. 4): die 
Risse x auf 7’ zu finden, die auf 
dem Kreise ©x' liegen. Dieser ist 
Riß einer Schraublinie Sx auf 5, 
für deren Punkt X auf 7 die 
eine Tangentialebene E besitzt, in 
die /x und die Tangente ? inX an 

\? KX fallen. Nach dem Satz in 2. 
"N mnß Lx(=e) senkrecht zur Schich- 
a tenlinie x; von -E sein. Die Pol- 
gerade e von E hüllt aber, wenn 
X auf ©x läuft, den Kreis ©/, so 
daß die Konstruktion der frag- 
lichen Risse %, z folgt. Die Risse 
der Erzeugenden der Trennungs- 
linie der Torse, die 5 längs ©x 
Abb. 4. Abb. >. umschrieben wird (Methode von 
Rohn und Papperitz), sind die 
Geraden Ly, Lz (siehe a). Der Kreis ©,’ ist auch tangential an die Fluchtlinie F, F, 
der Ebene #. 
d) Schlagschatten der Schraublinie © auf //. II werde durch den Punkt X. 
von © gelegt, so zwar, daß die Richtungen von ce nach X, und /, übereinstimmen (Abb. 5). 
Sind X, X, auf derselben Horizontalen gelegene Punkte der Schraublinien Sx, ©,, so 
liegen die Schlagschatten X, X, auf einer zu dieser parallelen. Aus \ = X. FeC 
folgt Z\ 2:2 =r:1 also Ä'z-=rs, daher: 





PL=X\ t=erc=|s.1jJ=rt=Lxı = PX;\ 


Folglich ist ©, eine gespitzte Zykloide mit dem auf 'z' rollenden Kreis ©‘, wobei / 
parallel /, ist; X aber beschreibt eine verkürzte Zykloide, da X auf M' X,‘ den Ab- 
stand M X mx behält. 

t. Die zu /x in X senkrechte Ebene Nx ist die Nullebene von X für das Null- 


system der Schraubung. Ihre Sehichtenlinie von der Kote & schneidet die Achse, und 
jene von der Kote x, kann durch die in Abb. 6 punktierte Konstruktion eefunden werden, 
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und durch Umkehrung auch der Nullpunkt A der Ebene K= Nx. Der Riß der Schichten- 
linie der Kote x, ist auch die Polgerade der zur Geraden Ü x senkrechten Ebene. 

Eine durch X gehende Gerade n von Nx ist Nullstrahl des Nullsystems oder Strahl 
des mit dem Nullsystem verbundenen linearen Komplexes. Ihr Intervall (vektor) auf n 
zwischen den Rissen & und &ı =x-+ I hat in bezug auf c ein Drehmoment, das gegeben 
ist durch den bezeichneten Flächeninhalt des schraffierten Parallelogramms'), dessen Betra« 
gleich ist @e-p, d.i. das Intervall von /x mal dem Intervall der zu /x senkrechten Ebene 
Nx, daher gleich ist 1=r.. Das 
Moment des Intervalls von . be- 
züglich © ist folglich = — 1. Da- 
her: »Der Ort der Geraden n, 
deren Intervall ein gegebenes Mo- 
ment m in bezug auf c hat, ist 
ein linearer Komplex, dessen Para- 
meter = — m ist?)«. 


4a. Wird dies als Definition 
des linearen Komplexes zugrunde 
gelegt, so ergibt sich sofort (Abb. 7), 
daß die Komplexstrahlen, die durch 
.\ gehen, in einer Ebene liegen, da 
die Risse x: für diese Strahlen, 
wegen des konstanten Moments der 
Intervalle & x&ı auf einer Geraden 
liegen müssen. 

Dieselbe Abbildung ergibt, 
daß die Komplexstrahlen einer 
Ebene durch denselben Punkt gehen, 
den Nullpunkt dieser Enene’‘). 

Der Nullpunkt X; der Ebene 
E durch die Gerade g hat den Riß 
xr (Abb. 8); dieser durchläuft, wenn 
E sich um dreht, eine Gerade /ı parallel y (da © xı auf y das Intervall eines Null- 
strahls ist), % ist der Riß einer Geraden Ah mit dem Intervall £rX&ır, die Az enthalten 
möge; wegen der ähnlichen Tripel &ı © y und £&ız&r yr liegt auch der Nullpunkt Yr auf . 

Vermöge des 2. Parallelogramms der Abb. 2 folgt auch, daß g und /ı vertauschbar sind. 

Ist (Abb. 9) X der Kreuzungspunkt, r, der kürzeste Abstand von g und der Achse, 
ga,=1/J, die Steigung von g, so geben die flächengleichen Rechtecke: J,r, = Jr 
also die Relation: r„te @, — r,tg @,. 





de 
506 
) Die in den Abb. schraffierten Parallelogramıne sollen gleiche Fläche haben. 


“) Dies folgt selbstverständlich auch sofort aus anderen Definitionen. etwa aus der Gleichung 


’ \ . ” £} » ® . 
z— 2) +b(ey —- er y)=0 des linearen Komplexes oder aus der ursprünglichen Definition 


plexstrahles, als in bezuz auf welchen eine Dvname das Moment 0 hat. 
3 


des Kom- 


Mit Hilfe eines jeden dieser Sätze kann bekanntlich sehr einfach bewiesen werden. daß die 

\ullebenen der Punkte einer Geraden g durch eine. die »koniugierte«e, Gerade Ah 

Nuallpunkte der Ebenen durch g auf Ah liezen. ‚Jedoch soll der letzte Satz, 
tsprechend, noch wie oben folgt bewiesen werden. 


KLEINE MITTEILUNGEN 


eehen. und daß die 
der hier verwendeten Methorde 


Die Geschwindigkeit zweier Kugeln, die miltelpunkte haben Unser Ergebnis fableı 
unter Einwirkung der Schwere in einer wir in Reihen zusammen, die gut konvergieren 
zähen Flüssigkeit fallen. Vor anderthalb Jahr wenn die Kugeln in einem nicht allzu geringe: 

vechneten H. Dahl und ich die gegenseitige \bstand voneinander sich befinden. Die Reı 

nwirkung zweier Kugeln. die in einer zähen hen sind aber für den wichtigen Fall un 
ussigkeit fallen!). Wir führten die Berech brauchbar. daß die Kugeln sich berühren 
sen nur für den Spezialfall vollständig Neuerdings ist dasselbe Problem von Mar- 
daß die Geschwindigkeiten der Kugeh sarelt Stlimson und G. B. Jeilerv mil 
Nichtung der Verbindungslinie der Kugel lels Dipolarkoordinaten behandelt worden. Fı 
\rkiv f. mat , astr. 0. fys. 19A, Nr. 13 (1925). 9) Roy. Soc. Proe. (A) 111, 8. 110 (1926). 
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den Fall. daß die Kuseln sleich groß sind 
und mil derselben Geschwindigkeit in derselben 
Richtung längs der Verbindungsgeraden ihre: 
\littelpunkte sich bewegen. finden sie folgendes 
unerwartet einfache Ergebnis. Der Widerstand 
segen die eine Kugel wird durch die Anwesen 
heit der anderen im Verhältnis 1:X verklei 
nerl, wobei 


z a - - n(n +1) 
,— *ssinha L 
n—1 (2 1) (2n + 5) 
\ t sinh? (n + Va —(2n+ 1V?sinh? a) 
! >sinh (nr +1)a+ (2 nr +1 sinh 2 «) 
Ist Nach meiner Meinung Hiegt hier eıim 


Schreibfehler vor Die rechle Seile dieser 
Gleichung soll genau doppelt so groß sein. Die 
unten abgedruckte Tabelle ist aber richtig 
Der Parameler « ist dadurch bestimmt, dab 
wenn «a den Halbmesser der Kugeln und 2/ 
den Abstand ihrer Mittelpunkte bezeichnet 
cosh « la 

Stimson und Jellerv teilen folgende Ta 
belle mil. in der jedoch die erste Zeile jetzt 
zugeftiot ıst 











l ‚ 
di A 
a 
0,0 1.000 0,645 
0.5 1.128 0.669 
1,0 1,549 0,702 
1.5 2,352 0,768 
2,0 3,762 0,856 
2.5 6.192 0,592 
3.0 10,068 0,931 
/ es 1.000 


Diese Tabelle läßt sieh leicht mittels Dahls 
eihenentwicklungen nachprüfen. 
zwei ersten Zeilen. für welche diese Reihen 
nicht ventugend konvergent sind 

Es soll noch darüber berichtet werden. wi 
der erste der obigen A-Werte erhalten wurde 
Dieser bezieht sieh auf den Fall, daß die Ku 
voeln sich berühren Für diesen Fall sind Di 


außer den 


polarkoordinalten nicht anwendbar. Die obige 


Formel bleibt jedoch für jeden noch so klei 
nen Absland zwischen den Kugeln eültig. Da 
her ist es naheliegend. X für den Fall der 


Berührung (« 0) durch einen Uebergang zur 


(Grenze zu berechnen. Aus physikalischen Grün 


den ist es klar. daß X eine kontinuierliche 


Funktion von « Ist Dann ergibt der er 
wähnte Uebersans zur Grenze den richtigen 
\Wert Dabei vehl die obenstehende Reihe in 


las folsende Integral über 


I 
2 jıl I sinh’r —4 x" 
Lim A—?2: N Ed: 
n->() 3 J/ Al > sivh?2+4.\ 
0 
x . j 
Pı 48+40 42-207” 
. - n dt. 
J 3 et+4a —e”" 


0 


Durch ein numerisches Verfahren habe ich 
für dieses Integral den Wert 0.615 gefunden 


Ztschr. f. angew. 
Math. und Mech. 


Wenn zwei gleich große Kugeln (Halbmesser 
a. Dichte 0,) ın einer Flüssigkeit (Zähig- 
keil u, Dichte o) unter Einwirkung der 
Schwere (Beschleunigung g, fallen, die eine 
senkrecht unterhalb der anderen. erreichen sie 
die Geschwindigkeit 
2 gu? 
u = (0 0). 
9Au ’ % 

Für die Gültigkeit der Berechnung von \ 
ist u. a. erforderlich, daß oa u u und (ol u/u)- 
so klein sind, daß sie neben 1 vernachlässiel 
werden können 


Upsala, im Juni 1926. H. Faxen. 679 


Eine wichtige Vereinfachung der Methode 
von Ritz zur angenäherten Behandlung 
von Variationsproblemen. Die bekannte 
\lethode von HRıtz, welche besonders in der 
laslizıtätstheorie große Verwendung gefunden 
hat, ist, wie Herr Galerkin!) aus Leningra«l 
sezeigt hal, einer ebenso eleganten wie prak- 
tisch brauchbaren Vereinfachung fähig 

Um das Integral 


+ 7 
[ = / Fa, 4 ee, ii 


zu einem Extremum zu machen. muß die Va 
rıatıon 


OU n/ Fdx 


verschwinden. Mit 


OF OF 
P,ı = P.= 


oy' Iy") 
erhält man durch Tfortgesetzte partielle Inte- 
syation bekanntlich 

Ti 


IP 21 
u nr töyaz... @) 


I GO: \ 


welcher Ausdruck für willküurliche Varialionen 
»y verschwinden muß. Setzt man nun in der 
Art der Ritzschen Methode an Stelle der un- 
bekannten Funktion y 


Ui) 


m=n ! 
yo & Cm Im (“r) 5 Eee ir a > 
m—L 
wobei jede der n-Funklionen /m(x) die Rand 
bedingungen des Problems befriedigt, aber 
sonst willkürlich ist, so wird im allgemeinen 
das Integral (2) für eine willkürliche Wahl 
der dy nicht verschwinden können, denn diese 
letzte Forderung verlangt eben 
Po BER. Re, 
Oz 2? 
') Eine Darstellung in holländischer Sprache 
tindet sich in der Zeitschrift Christiaan Huygens. 
ster Jahrgang 1923 bis 1924. C. B, Biezeno, 
Over een Vereenvoudiginz en over en uitbreiding 
van de Methode van Ritz, S. 69 bis 75. — Die 
Originalabhandlung von Galerkin ist 1915 in 
russischer Sprache in der Zeitschrift Wjestnik 
Inschenerow erschienen. 


v 
1 


ik 
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d.h. die strenge Befriedigung der Differential- 
sleichung des Problems. 


Man kann nun aber n Typen von virtuellen 
\enderungen wählen, nämlich gerade die 
ı Typen dy=dLt-fm(x), wobei 97 lediglich 
einen von z unabhängigen unendlich kleinen 
Parameler darstellt, und kann verlangen, dab 
das Integral (2) für jeden dieser n Typen ver- 
schwindet, wodurch man n Integrale von der 
orm erhält 


a — .tmla)de=0.. (4). 


2 


ar d)r* 


y OP, 0% P9 
aa 


r m—=]1 bis M—=R, 


In die Werte ?„ ist natürlich y aus Gl. (3 
einzuselzen. Die Werte cm, die man auf diese 
Weise gewinnt, sind offenbar die best mög 
iichen für den gewählten Ansatz Gl. (5) 

Aus den Gleichungen (4) lassen sich die Bei 
werte cm sehr übersichtlich berechnen. ei 
einem Stabililätsproblem hat man nur die Eli 
minationsdeterminate der c„ gleich Null zu 
selzen. 





Man sieht hier sehr schön, wie das Prinzip 
der virluellen Verschiebungen in der Varialions- 
rechnung wurzelt, und erkennt, daß man bei 
bekannter Differentialgleichung niemals 
nötig hat, zur Berechnung der Beiwerte cm des 
angenommenen Näherungsansaltzes, Gl. (3), den 
Wert U, Gl. (1), zu differenzieren und die Cu. 

OU 


aus den n Gleichungen 0 zu berechnen !). 


O Cm 

Man setzt vielmehr 

2] 

Differentialgleichungx virtueller Aenderung 
x der gesamten Funktion dr = 0 
und kann die n Gleichungen für die Beiwerte 
Cm in Form von n bestimmien Integralen un 
mittelbar anschreiben und zwar auch dann, 
wenn die Differentialgleichung gar 
nicht linear ist. 

Es wird nämlich 


7 
/ Pifterentialgleichung (ausgedrückt durch 


x Gl. (3)) x /m(a) de = 0, 
für m=1 bis m=n, wobei eventuell n =. 
Delft. H. Hencky. 667 
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Die hier angezeigten Bücher sind durch die VDI-Buehhandlung, Berlin SW 19, Beuthstr. 7, zu beziehen.) 


Handbuch der Physik. Unter redaktio- 
neller Mitwirkung von R. Grammel-Stult- 
art, F. Henning-Berlin, H. Konen-Bonn, 
I. Thirring-Wien, F. Trendelenburg- 
serlin, W., Westphal-Berlin. Ilerausgegeben 
von H. Geiger und Karl Scheel. Verlag 
on Julius Springer, Berlin. 


] 
i 
I 
l 


Bisher erschienene Bände: 
band I: Geschichte der Physik. Vorlesungs- 
technik. Redigiert von Karl Scheel. Mit 
162 Abbildungen. 4048. Preis 3150 M. geh. 
33,60 M. 
‚sand II: Elementare Einheiten und ihre Mes 
sung. Redigiert von Karl Scheel. Mit 
297 Abbildungen. IT -- 3508. Preis 39,60 M, 
seb. 42M. | 
band IX: Theorien der Wärme. RBedigiert von 
'. Henning, Mit 61 Abbildungen. VIII 
b168. Preis 46,50 M. geb. 49,20 M 
sand X: Thermische Eigenschaften der Stoife 
hedigiert von F. Henning. Mit 207 Ab- 
bildungen. VI-!-4868. Preis 35,40M, geb 
37,50 M. | 
and XI: Anwendung der Thermodynamik. Re- 
digiert von F. Henning. Mit 198 Abbil- 
dungen. VI - 1518. Preis 34.50 M, geb. 
37,20 M. 
sand XIV: Elektrizitätsbewegung in Gasen. Re- 
digiert von W. Westphal. Mit 189 Abbil- 
dungen. VI -1- 4448. Preis 36 M, geb. 38,10 M. 
nd AVII: Elektrotechnik. Redigiert von W. 
Westphal. Mit 360 Abbildungen. VII - 
»J2S. Preis 31,50M, geb. 33,60 M. 
nd AXII: Elektronen, Atome, Moleküle. NRe- 
digiert von H. Geiger. Mit 148 Abbil- 
dungen. 5688. Preis 42M. geb. 44.70M. 


sand AXIII: Quanten. Redigiert von H. Gei- 
ger. Mit 225 Abbildungen. X —- 7828. Preis 

57M, geb. 59,70 M. 

Unter den zahlreichen größeren Erschei- 
nungen auf dem Gebiete der Physik, die zur- 
zeit verbreilet werden, gehört das Springer- 
sche Handbuch zweifellos zu den bedeutend- 
sten. Stellt es doch überhaupt eines der um- 
lassendsten lilerarischen Unternehmungen dar, 
die jemals auf diesem Gebiete eingeleitet wur- 
den. Gegenüber der älteren Form plıysika 
lischer Handbücher wie des Winkelmann- 
schen oder des von Müller-Pouillet, wie 
auch gegenüber den Physikbänden der »Enzy- 
klopädie der malhematischen Wissenschaften‘ 
ist hier ein ganz neuartiger Plan mit großer 
Umsicht entworfen worden. In 24 Bänden, 
von denen jeder ein abgeschlossenes Ganze für 
sich bildet, wird der Gesamtbereich der heu- 
ligen Physik von etwa zweihundert Verfassern 
dargestellt, die, wenn auch die Spitzen der äl- 
Ieren Generalionen fehlen, ausnahmslos zu den 
bedeutendsten heutigen Forschern zählen. Die 
einzelnen Aufsälze halten die Mitte zwischen 
einer breiten lehrbuchmäßigen Darstellung und 
der Form, wie sie etwa größere zusammenfas 
sende Berichte in Zeilschriften aufweisen. Be- 
wundernswert ist die relaliv hohe Gleichmäßig- 
keit, die sich in den Beiträgen zeigt und die 
einerseils von der guten und gründlichen Schu- 
lung der heuligen deulschen Physiker, anderer- 
seils aber auch von dem seltenen Geschick und 
der aulopferungsvollen Herausgeberarbeit der 
IHauptredakteure Geiger und Scheel Zeug- 


I), Wie dies die Methode von Ritz in ihrer 
ursprünglichen Form tut. 





En rnne 
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nis ablegt. Daß die buchlechnische Ausstattung 
der Bände allen billigen Anforderungen genügt, 
ıst bei einem Verlag wie dem Springer’schen 
selbstverständlich Als seine Leistung 
mul es aber angesehen werden, mit welcher 
Pünktlichkeit und Begelmäßigkeit die Bände 
erscheinen, so daß aller Voraussicht nach die- 
ses Handbuch von dem vielcı 
ähnlicher Sammelwerke, bei seiner Beendigung 
schon veraltet zu sein, bewahrt bleiben wird 
Und das will bei den Riesenschritten. mil 
heutige Phvsik Fortschreitet, viel 


sröoble 


Schicksal so 


(denen die 
heilen 

/u dem Inhalt der einzelnen 
sie bisher heraussekommen sind, können hier 
nallüelich  mur Bemerkungen gemacht 
werden, die fast zufallsarlig herausgegriffen cı 
scheinen lÄine vingehendere 
ehung müssen wir uns für die Mechanikbände 
vorbehalten, die für die nächste Zeit angekün- 
diet sind 


Bände. soweiıl 
WENnITe 


MÖVUEN Bespre 


Der erste Band wird, wıe billig, durch eine 
(reschichle der Physik eröffnet. 
Hand E. Hoppes, in bekannt 
Darstellung. von den ersten An- 
längen im Altertum bis über die Entdeckung 
der Quantentheorie hinaus reicht. Nach 
kurzen Ueberblick über die Gliederunv 
der physikalischen Lileralur von Scheel fin 
\ulsatz von Timerding,. den 
kaum vermuten würde, über 

physikalischen Unterrichts 
Verfasser «durchaus darin zu- 
müssen, dab an unseren höheren 
Physik immer noch zu wenig 
findet Der umfassendste Ab 
Ueber 


kurz velaßle 
die von der 


vortrelllicher 


vılIeın 


det sich ein 
wohl 
die Frasen des 


\lan wird dem 


man hier 


stimmen 
Schulen die 
intensive Pflege 
Bandes unter der 


sehnitt des ersten 


schrift »Vorlesungslechnik« von R. Mecke und 
\. Lambertz ist einem Ueberblick über den 
Inhalt normalen  Universitätsvorlesung 
über Experimentalphysik gewidmet Soweil 
hier die Mechanik behandelt wird. ist der Ver 
oemacht. über den elwas erstarrten Ira 
Stoff Neue aufzu 


einer 


such 
«ditionellen hinaus einiges 
nehmen 
Band über elementare Einheiten 
\lessung auch dem Ingenieur 
und dem Vertreter der technischen Mechanik 
viel Interessantes bielen Der Bemerkung von 
J. Wallot am Schlusse seines einleitenden Ka 
pitels, daß Maßsvyslteme als solche eigentlich 
entbehrlich seien, da man beim theoretischen 
\rbeiten davon unabhängig ist und beim prak 
tischen. viel besser mil den jeweils geeignelsten 
Systeme operiert, 
wohl zustimmen können Die wei 
behandeln die Längen- und 
(öpel), Gewichtsmessung 
KRaum- und Zeitmessung 


Der zweiıle 


und ihre wird 


\laßeinheiten verschiedener 
wird man 
teren Kapitel 
\Winkelmessung /{F. 
Felsentraever 


Scheel). Gescehwindigkeilsmessung einschließ- 
lich der Hydromelrie v. Niesiolowski- 
((awin Druckmessung (Ebert) und eine 


besonders ausführliche Darstellung der Schwe 
Berrolh) mil Einschluß der expe 
Gravitalions-Forschung, die heute 
für die Technik schon große Bedeutung 
hal Der Band wird abgeschlossen 


IOINMESSUNG 

rimentellen 
auch 
erlanol 


Ztscehr. f. anzew., 
Math. und Mech. 


durch eine Erklärung und Zusammenstellung 
der allgemeinen physikalischen Konslanten (l". 
ilenning). Uebrigens ist ein Auszug aus der 
Konslanlentabelle in selır zweckmäßiger Weise 
iedem einzelnen Band vorangestellt. 

Etwas umfangreicher als die vorangehenden 
ist Band IX, Theorien der Wärme, geraten 
Die klassische Thermodynamik wird von 
N. F. Herzfeld in München in sehr moder- 


ner Form behandelt. Ein besonderes Kapitel 
von Bennewilz ist dann noch den Folge 


rungen aus dem Nernstschen Wärmesaltz ge 
A. Smekal gibt wieder eine Dar- 
statistischen und molekularen 
Iheorie der Wärme. Sehr besrüßenswert ist, 
daß auch die bei den Physikern noch sehr 
wenig bekannte geistivoll durchdachle Axioma 
lik der klassischen Thermodynamik von CGa- 
ralheodorvy in einem besonderen Kapitel 
von A. Lande referiert wird. Freilich müßte 
erstrebenswerlte Ziel sein, diese AXxIo- 
mit der eigentlichen Darstellung, die 
apiltel bietet, innerlich zu  ver- 
schmelzen. Aehnliches gilt auch über das Ver- 
hältnis des früher genannten Smekalschen 
\ufsatzes zu den beiden Kapiteln V und WI 
über Quanlentheorie (A. Byk) und 
lheorie der Gase und Flüssiskeilen (G. Jäger 
Der zehinle Band ist den Forschungen über 
(die thermischen Eigenschaften der Stolfe ge- 
widmel. Von größerem Interesse für den Tech- 
niker ist dann wieder der Band XI, über An- 
wendung der Thermodynamik. Hier wird na 
mentlich der umfangreiche Bericht von M 
Jakob über Wärmeleilung mit Dank begrußt 
werden. Mit Recht beklast es der Verfasser, 
daß heute nur wenige Physiker auf diesem 
klassischen und für die Praxis so wichligen 
(1ebiele arbeiten. auf «dem theoretische und 
experimentelle Untersuchung mancher 
raue wünschenswert wäre Die Jakobschen 
Ausführungen, die den beiden Seiten gleich 
mäßig Rechnung tragen, füllen eine Lücke aus, 
die in der bisherigen deutschen Literatur fühl 
bar gewesen ist. Der Aufsatz von Wegener 
über Thermodynamik der Almosphäre ist ein 
sehr übersichtlicher Abriß der meleorologisch 
wichligsten Fragen der Physik. Am unmittel- 
barsten berührt das Arbeitsgebiet des Inge- 
nieurs das Schlußkapitel von KR. Neumann 
uber Wärmeumsatz bei Maschinen. Ilier wer 
den mit den in der Technik gebräuchlichen 
Ililfsmilteln der Wärmediagramme die Vor 
sänge an Dampfturbinen sowie an Verbren- 
nungs-Moloren sachgemäß erläulter! 


Der XVII Band des 


wiedmet. 
stellung der 


es «las 
malık 
das erste 


kinetische 


noch 


Handbuches ist einer 
knappen zusammenfassenden Darstellung der 
Klektrotechnik gewidmet. F. Breisig behan 
delt die Telegraphie und Telephonie auf Lei- 
lungen, I. Kiebitz die drahtlose Uebertra- 
sung. Beiden Verlassern stehen umfangreiche 
Erfahrungen der Praxis zur Verfügung, die der 
sesamlen Darstellung zugute gekommen sind. 
Ueber die Aufgaben «der Röntgentechnik und 
sonsligen Anwendungen der Elektrizität in der 
Medizin berichtet H. Behnken. Die Theorie 
der Transformatoren und der elektrischen Ma- 
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schinen wird in Uebereinstlimmung mit der in 
technischen l.ehbüchern gepflogenen Darstel- 
lunesweise von R. und V. Vieweg wiederge- 
eben Der Band wird abgeschlossen durch 
Bemerkungen zur neueren Hochspannungstech 
ik von Schumann und durch eine Unter- 
suchung der nicht stationären Ausgleichsvor 
sänge und Ueberströme in Leitungen und Ma 
schinen von Fraenckel. Wer über einige 
Kenntnisse der theoretischen Physik und ihrer 
malhematischen Hilfsmittel verfügt, wird aus 
liesem Bande von nicht ganz 400 Seiten alles 
für die heutige Klektrotechnik Wesentliche 
lernen können. 

Von weilestem theoretischen Interesse ıIsl 
nalurgemäß der der Quantentheorie gewidmele 
Band XXI. Eine umfassende Einführung in 
las Gesamlgebiet wibt zunächst W. Pauli 
Daran schließen sich einzelne Berichte über 
die Methoden der Bestimmung des Wirkungs- 
guanltums von Ladenburg, über Absorption 
und  Zerstreuung der MBöntgenstrahlen von 
Bolhe, über das Röntgenspektrum von Ku- 
Ienkampff. P.Pringsheim berichtet über 
’hosphoreszenz und verwandte Fragen. 
"ranck und P. Jordan über die Anregung 
von Quantensprüngen durch Slöße, W. Nod- 
lack über Photochemie Is ist klar, dab 
uf diesem Hauptgebiet der heutigen deutschen 
physikalischen Forschung die Herausgeber es 
leicht hatten, durch Heranziehung der zustän- 
divsten Mitarbeiter ein fast unübertreffliches 
Bild des Forschungszustandes von 1925 zu 
schaffen. Man wird es ihnen nicht zur Las! 
lesen dürfen und es wird keine Beeinträchti 
sung des Gesamlwerkes bilden. wenn man 
feststellt. daß in dem seither vergangenen 
Jahr sich das Bild wiederum nicht unwesen!- 


lich verändert hat Mises. 754 


Dr. C. CRANZ, Geh. Iteg.-Rat und o. Prof. 
an der Technischen Hochschule Berlin, unter 
Mitwirkung von Prof O. v. EBERHARD und 
\lajor Dr. K. BECKER, Referent bei der In- 
spektion für Waffen und Gerät in Berlin 
\eußere Ballistik oder Theorie der 
beweeunge des Geschosses von der 
\ündung der Waffe ab bis zum Ein- 
dringen in das Ziel. Fünfte Auflage mil 
132 Textabbildungen und einem Anhang Ta 
'ellen und Diagramme. Lehrbuch der Ballistik 
Bbd.T. Verlag von Julius Springer, Berlin 1925 
AX -- 7118. Preis geb. 57M 

Von dem bestens bekannten Standard-Werk 
I kürzlich der erste Band ‘vereinigt mit dem 
'rüberen vierten) in fünfter Auflage in neuem 
Verlag erschienen. Das Buch ist vom Ver- 
lasser unter Mitwirkung von O.v.Eberhard 
nd K. Beeker gänzlich neu durchgearbeitet 
vorden Dabei is! nicht nur vieles Wertvolle 
eu hinzugekommen. sondern. was als beson- 
ers seltene Leistung angemerkt zu werden 
erdient, auch manches Veraltete ausgeschie- 
ien worden. Die Stellung der Ballistik als 
(mer schwierigen mathemalisch-physikalischen 
Disziplin, deren Anwendung großenteils in Hän- 
en liegt, die den Schwierigkeiten nicht ge- 
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wid 


wachsen sind, bringt es mit sich. daß in der 
historischen Entwicklung immer wieder Ver 
altetes und Unzeitgsemäßes auftritt, das der 
über der Sache Stehende bald als solches er 
kennt. Nach dem Gefühl des Referenten häl 
ten noch zahlreiche sogenannte L.ösungs»metho 
den« aus dem Lehrbuch fortbleiben können 
die die Verfasser wohl nur deshalb aufgenom 
men haben. weil derartige Methoden eben in 
den Kreisen der Praktiker einen allzu beherr 
schenden Raum einnehmen. Hoffentlich wird 
die weitere Entwicklung auch zu einer wei 
teren Reinigung Anlaß geben und damit den 
Platz schaffen für eine ausführlichere Dar 
stellung der wirklich sach- und zeitgemäßen 
Ergebnisse 

Im einzelnen mag bemerkt werden, daß in 
der Behandlung «des sogenannten Hauptpro 
blems der äußeren Ballistik, also der Integra 
ttonsaufgabe der Differentialgleichung eines 
punklförmigen Geschosses, die zeichnerischen 
\lethoden und stückweise numerischen Berech 
nungen jetzt stärker hervortreten als in den 
[früheren Auflagen. Diese Verfahren bewähren 
sich sanz besonders bei der Ermittlung der 
Verhältnisse, die beim Fernschießen, unter dem 
linfluß der Luftverdünnung in hohen Schich- 
len. vorliegen Fast die Ilälfte des Bandes ist 
der Besprechung der sogenannlen sekundären 
ınflüsse und der physikalischen und statisti 
schen Untersuchung der Geschoßabweichungen 
vewidmet. Die sehr mannigfachen Fragen, die 
hier zur Geltung kommen. sind mit großer 
Vollständigkeit aufgeführt. wenn auch natur 
oemäß die Behandlung der einzelnen nicht sehr 
ausführlich sein. kann. Verhältnismäbig am 
weitesten durchgearbeitet ist der Einfluß der 
Ireiselwirkung und des Magnuseffektes auf die 
(eschoßbahnen 

Durch die dem Bande angelüelen umfang 
reichen Tabellen, die in der früheren Auflage 
dden vierten Band gebildet halten, erfährt der 
vorgelragene Stoff eine nolwendige Ergänzung 
Wenn die oben als erwünscht hingestellte 
keinieung von alt überkommenen »Methoden 
weiler fortgeschritten sein wird, dürfte das 
Tabellenmalerial auch elwas zusammenschrum 
plen oder wenigstens größere Uebersicht ge 
WINNEen \Mlıses. 758 


KEIICHI HAYASHI, Prof. an der Kaiser- 
lichen Kyushu-Universität, Japan. Sieben- 
und mehrstellige Tafeln der Kreis- 
und AIIyperbelfunktionen und deren Pro- 
dukte sowie der Gammafunktion nebst einem 
\nhang Interpolalions- und sonstige Formeln 
Verlag von Julius Springer, Berlin 1926. V 
2838. Preis 45\M, geb. 48 M. 

Derselbe Verfasser hat vor wenigen Jahren 
ınm Anschluß an eine Untersuchung des Trä- 
vers auf elastischer Unterlage ein kleineres 
Tafelwerk der Kreis- und Ilyperbelfunktionen 
herausgegeben, das vielen Beifall gefunden hat 
Er hat sich daraufhin zu der größeren Arbeit 
entschlossen, deren Veröffentlichung jetzt vor- 
liegt und die er, ein seltenes Beispiel aul- 
opferungsvoller Energie, zweimal durchführen 
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mußle, nachdem einmal das ganze Manuskript 
zugrunde gegangen war. Die Tafeln, die der 
Springersche Verlag in vortrefflicher Weise ge 
druckt hat, werden bei vielen Aufgaben des 
ıngewandten Mathematlikers,. z. B. bei Stabilı 
talsuntersuchungen und ähnlichem treffliche 
Dienste leisten. In der Hauptsache enthält des 
Buch zehnstellige Tafeln der Kreis- und Ha 
perbelfunklionen, nebst deren natürlichen Lo 
sarithmen. Daneben eine große Reihe von 
Hilfstafeln z.B. für die Produkte Sin sin. 
eine dreizehnstellige Tafel des Logarilhmus der 
Gammafunktion, eine achtstellivge Tafel der 
Gammafunklion selbst. Im Anhang sind die 
wichligsten Formeln über die behandelten Funk- 
lionen zusammengestellt \lises. 759 
P4 

G. POLYA, Tit. Professor an der Eidgen. 
Techn. Hochsehule Zürich, und G. $SZEGÖ, 
Privatdo ent an der Friedrich-Wilhelm-Univer 
sität Berlin. Aufgaben und 
aus der Analvsis. Erster Band. Reihen. In- 
lesralreehnung. Funktionentheorie. XIV--3385 
Preis 15 M, zeb. 16.50 M. — Zweiter Band 
“unktionentheorie. Nullstellen. Polynome. De 
lerminanten. Zahlentheorie. X 107S. Preis 
ISM, geb 19.50 M. Die Grundlehren der 
mathematischen Wissenschaften in Finzeldar 
stellungen mit besonderer Berücksichtigung der 
\nwendungsgebiete. Bd. 19, 20 
Julius Springer, Berlin 1925.) 


l.ehrsätze 


Verlas von 


Wer diese zwei Bände, von «denen jeder in 
seiner ersten Hälfte mathematische Aufgaben. 
ın seiner zweilen die zusehörisen Lösungen en!- 
hält, in der Erwartung zur Hand nimmt, eine 
Sammlung von Uebungsaufgaben vor sich zu 
haben, die die ältere einschlägige Literatur 
durch Berücksichlisung der neueren Entwick 
lung der Mathemalik ergänzt. wird bald seinen 
sroßen Irrtum erkennen: das vorliegende Werk 
ist in keiner Weise eine »FErzänzung« von elwas 
bereils Vorhandenem. est ist vielmehr innerhalb 
der mathematischen und wohl der ganzen 
wisserschaft!ichen Lileralur eine völlig neu 
artive Erscheinung. zu der man ein nach Inhalt 
um Zweck ähnliches, und darum mit ihm 
vergleichbares, Buch kaum wird finden können 
Die Verfasser, der Einzigarlickeit ihres Unter 
nehmens bewußt, erörtern in einem ausführ 
lichen Vorwort ihre Ziele dab sie uns diese. 
recht hochsesteckten, Ziele vollständig erreicht 
und so mit ihrer Arbeit dem mathematischen 
Publikum ein wertvolles Geschenk gemacht 
zu haben scheinen, sei von vornherein freu 
digst betont. 

»Uebungsaufgaben« im landläufigen 
die die »Verdeutlichung neu erlernter Sätze 
und Begriife an geeigneten Spezialfällen be 
zwecken«, und deren Lösung man von jedem 
Studenten verlangen kann, der dem Unterricht 
über das betreffende Gebiet aufmerksam ve 
folgt ist, nehmen relativ wenig Raum in dem 
Buche ein. Denn dieses will selbst unter- 
richten, und unter »unterrichten verstehen 
die Autoren — mit H. Spencer — »zum 
eigenen Erfinden des Lernenden systematisch 
(relegenheit geben Sie haben also das Be- 


Sinne, 


Ztschr. f. angew. 
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streben, die »Disziplin des Denkens« zu för- 
dern und dem »aktiven Studium«x zu dienen, 
ein Bestreben, daß um so wertvoller sein 
dürfte, als heute die Mehrzahl der Studieren- 
den, die unter dem Druck der Verhältnisse 
in erster Linie das möglichst schnelle Er- 
reichen des Examenzieles im Auge hal, sich 
dabei auf passives Mitarbeiten der zahl- 
reichen  Pflichtvorlesungen beschränkt. Das 
\littel, mit dessen Hilfe Polyva und Szegö 
ihre Absicht erfüllen wollen und auch wirk- 
lich erfüllen, ist besonders der »organische 
\ufbau längerer Aufgabenreihen welche in 
abwechselnden Anordnungen, die die Wechsel- 
fälle einer selbständigen Untersuchung wider- 
spiegeln«, dem Leser vorgelegt werden. So 
wird dieser einmal mit einer Methode be- 
kannt semacht, indem sie »am Anfans kurz 
erklärt, nachher zur Lösung möglichst viel- 
seslaltiger Aufgaben herangezogen und dabei 
immer mehr ausgebaut wird«, ein anderes Mal 
lernt er einen Satz zründlich kennen, indenı 
dieser »am Anfang ausgesprochen (bewiesen, 
wenn es leicht und rasch möglich) und damn 
auf mannigfache Art ausgebaut und speziali- 
siert wird«, wieder in anderen Fällen erscheint 
umgekehrt »der allgemeine Satz erst nach vor- 
angeschickten Spezialfällen und kleinen abge- 
rissenen Bemerkungen, die zu seiner Vermu- 
lung oder zu seinem Beweis hinführen«. Das 
Lösen der - wie man sich nach dem Ge- 
saeten denken kann, nicht immer leichten 
\ufgaben wird nicht nur durch diese systema- 
lische Anordnung, sondern auch durch einge- 
streute liingerzeige erleichtert, und schließlich 
hat der Leser ja slels die Möglichkeit, durch 
velegentliches Nachschlagen in «den angesebenen 
l.ösungen ein allzu schwieriges 
überwinden. 


Ilindernis zu 
Dab das Buch nicht nur dem Studenten. 
sondern auch dem Hochschullehrer beim Ab- 
halten von Uebungen und Seminaren eine 
wertvolle und anresende Unterstützung bieten 
wird, darüber braucht wohl kein Wort ge- 
savut zu werden. Aber auch vanz abgesehen 
von dem Gesichtspunkt des Unterrichts wird 
wohl jeder Mathemaliker der Lektüre «dieses 
Buches Förderung und Genuß verdanken kön- 
nen, sei es, daß er sich ag dem Stoff, der 
hier in einer gewiß zanz gewallisen Arbeit 
zusammengetragen ist, über ein Spezialgebiet 
sut informieren will, sei es, daß er auf der 
Suche nach besonders feinen l.eckerbissen ist, 
die ihm hier, mit ungewöhnlichem Geschmack 
ausgewählt, serviert werden. 

Die einzelnen Abschnitte, die wieder in Ka- 
pitel und Paragraphen untergeteilt sind, tragen 
folgende Ueberschriften: 1. Unendiiche Reihen 
und Folgen. 2. Integralrechnung. 3. Funklio- 
nen einer komplexen Veränderlichen. Allge- 
meiner Teil. 4. Funktionen einer komplexen 
Veränderlichen. Spezieller Teil. 5. Die Lage 
der Nullstellen. 6. Polynome und trigonome- 
trische Polynome. 7. Delerminanten und qua 
dratische Formen. 8. Zahlentheorie. 9. Einige 
seomelrische Aufgaben. Tast alle mathema- 
tische Disziplinen werden zum mindesten ge- 
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streift; so wird auch der für die Anwendun 
sen besonders interessierte Mathemaliker sein 
Gebiet nicht vergebens suchen: z.B. wird der 
Grad der Annäherung bei der Auswertung von 
Integralen behandelt (Bd. 1, S. 36 ff.), conforme 
\bbildungen werden vom Standpunkt der Ily- 
drodynamik aus betrachtet (Bd.1,S.99T.), und 
lie Aufgaben aus der Geometrie (9. Abschn. 
‚ehören zum Teil der Stalik an. 

lassen wir es noch einmal zusammen: alle 
reise von Mathemalikern haben Veranlassung. 
las Erscheinen dieses Werkes aufs Freudigste 
‚u begrüßen. 


Berlin II. Hopf 740 


Ferner sind folgende Werke bei der Schrift- 
leitung eingegangen (ausführliche Besprechung 
hleibt vorbehalten): 


Dr. WALTHER GERLACH, o. ö. Prof. der 
Physik an der Universität Tübingen. Materie, 
Elektrizität, Energie, Grundlagen und Er- 
sebnisse der experimentellen Atomforschung. 
Zweite erweiterte Auflage. Mit 119 Figuren. 
Wissenschaftliche Forschungsberichie. Natur- 
wissenschaftliche Reihe Bd. VII. Verlag von 
Theodor Steinkopff, Dresden und Leipzig 1926. 
\I+291 S. Preis geh. 15 M, geb. 16,50 M. 

Besprechung der 1. Auflage s. diese Zeitschr., 
Bd. 5 (1925), S. 86. 


Dr. J. FRANCK, Prof. an der Universität 
Göttingen, und Dr. P. JORDAN, Assistent am 
Physikalischen Institut Göttingen. Anregung 
von Quantensprüngen durch Stöße. Mit 
51 Abb. Struktur der Materie in Einzeldar- 
stellungen Bd III. Verlag von Julius Springer, 
Berlin 1926. VIIT+ 3128. Preis geh. 19,50 MH, 
eb. 21 M. 


Dipl.-Ing Dr. ALBERT BETZ, Leiter der 
Aerodynamischen Versuchsanstalt zu Göttingen. 
Wind-Energie und ihre Ausnutzung 
durch Windmühlen. Mit 46 Abb. im Text 
und auf 4 Tafeln nebst vielen Tabellen. Ver- 
lag von Vandenhoeck & Ruprecht, Göttingen 
1926. V+648S. Preis 3,80 M. 


Dr.-Ing. FRANZ OLLENDORFF, Charlotten- 
surg. Die Grundlagen der Hochfre- 
uenztechnik. Eine Einführung in die 
Theorie. Mit 379 Abb. im Text und 3 Tafeln. 
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Verlag von Julius Springer, Berlin 1926. XXI 
+ 6398. Preis geb. 36 M. 


HANS RUDOLF KARG, Obering. Pneu- 
matische Materialtransporte unter be- 
sonderer Berücksichtigung der Späneabsauge- 
Anlagen. Ein neues praktisches Bereehnungs- 
verfahren. Mit 7 Tabellen, 3 Rohrplänen, 
1 Exhaustor-Konstruktionszeichnung, Norma- 
lien für Einzelwiderstände und vielen Bei- 
spielen. Verlag von R. Oldenbourg, München 
und Berlin 1927. VI-+468. Preis 3 M. 


Dr -Ing. P. WERKMEISTER, ord. Prof. an 
der Technischen Hochschule Dresden. Ver- 
messungskunde I. Stückmessung und Nivel 
lieren. Mit 140 Abb. Vierte Auflage. Verlasr 
von Walter de Gruyter & Co. Berlin und 
Leipzig 1926. 1568. Preis 1,50 M. 


MORITZ PASCH, Prof. an der Universität 
Gießen. Vorlesungen über neuere Geo- 
metrie. Zweite Auflage. Mit einem Anhang: 
Die Grundlegung der Geometrie in historischer 
Entwicklung von Max Dehn, Prof. an der 
Universität Frankfurt a. M. Mit insgesamt 
115 Abb. Die Grundlehren der mathematischen 
Wissenschaften in Einzeldarstellungen Band 
XXIII. Verlag von Julius Springer, Berlin 
1926. X+275 8. Preis geh. 16,50 M, geb. 18 M. 


Prof. P. LANGER und Dipl.-Ing. W,THOME, 
Anleitung zu maschinentechnischen 
Messungen und Untersuchungen. Mit 
19 Abb. VDI-Verlae G. m. b.H., Berlin 1926. 
248. 


Dr.-Ing. H KREY, Oberbaurat in Berlin. 
Die Flutwelle in Flußmündungen und 
Meeresbuchten Eine rechnerische Behand- 
lung ihrer Geschwindigkeit, ihrer Strömungen 
und ihres Arbeitsvermögens. Mit 40 Textab- 
bildungen. Mitteilungen der Versuchsanstalt 
für Wasserbau und Schiffbau in Berlin Heft >. 
Eigenverlag der Versuchsanstalt für Wasserbau 
und Schiffbau, Berlin 1926. 59. 


MARTIN GRÜNING, ord. Prof. an der Tech- 
nischen Hochschule Hannover. Die Trag- 
fähigkeit statisch unbestimmter Trag- 
werke aus Stahl bei beliebig häufig 
wiederholter Belastung. Mit 6 Textab 
bildungen. Verlag von Julius Springer, Berlin 
1926. 308. Preis 3,30 .M. 


NACHRICHTEN 


Hofrat Professor Dr. Emanuel Czuber f. 
m 22. August 1925 ist Emanuel Czuber im 
\lter von 74 Jahren, hochbetast und doch zu 
rüh, für immer von uns gegangen. 

zuber wurde 1851 in Prag geboren, wo er 
uch seine Jusendjahre verbrachie, die Volks- 

(d Realschule und die Ingenieurfachabteilung 
mn Deutschen Polytechnikum absolvierte. 1875 
egle er die Lehramtsprülung für Mathematik 

«l Darstellende Geometrie ab; 1878 wurde er 
\irklicher Lehrer an der II. Deulischen Obei 
ealschule in Prag und im selben Jahre habi- 


litierte er sich an der Deulschen Technischen 
Hochschule für »Theorie und Praxis der Aus 
oleichungsrechnung Acht Jahre späler wurde 
er, erst 35 Jahre alt, zum ordenlichen Professor 
der Mathematik an der Deutschen Technischen 
Hochschule in Brünn berufen. im Ilerbst 1891 
übernahm er die Lehrkanzel für Malhematik Il 
ın der Technischen Hochschule in Wien, der 
er als Professor bis zum vollendeten siebzig- 
sten Lebensjahre angehörte. Im Studienjahre 
1890/91 war Gzuber Rektor in Brünn, 1894/95 
in Wien. Krankheit und Alter konnten ihn nich! 
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hindern, seine erfolgreichen wissenschaftlichen 
\rbeiten fast bis zu seinem Tode fortzusetzen 
zuber hat die wissenschaftliche Erfassung 
der Wahrscheinlichkeilsrecehnung und ihrer An 
wendungen um ein gewalliges Stück vorwärts 
ebracht Dabei hat er sieh aber nicht auf 
das enge theoretische Gebiet seiner Spezial 
wissenschaft beschränkt, sondern hat mit vie 
ler Mühe, aber auch mit seroßem Erfolge gerade 
(lie Verbindung mit anderen Wissenszweigen de 
sucht Darum finden wir in seinen Werken 
die Anwendung der Wahrscheinlichkeilsrech- 
nung auf Fehler- und Ausgleichungsrechnung 
auf Geodäsie und Versicherungswesen, auf Pro 
bleme der Bevölkerungstheorie,. aber auch An 
wendungen auf die Landwirtschaft. 

Iı den ISSt erschienenen (Geomelrische 
\Wahrscheinlichkeilen und _ Mittelwerte ab 
(‚zuber als erster eine systematische Dar 
stellung der Anwendung der Wahrscheinlich 
keilsrecehnung auf die Geomelrie Auch seine 
Theorie der Beobachlungsfehler«, Leipzig 1801. 
fand in der Fachwelt die oumstigeste Beurteilung 

I8S99 erschien der im Auftrage der Deutschen 
\latlhematiker-Vereinigung verlaßte Bericht »Die 
I:ntwicklung der Wahrscheinlichkeilstheorie und 
Ihre Anwendungen«, aus dem späler der Enzx 
klopädie-Artikel über Wahrscheinlichkeitsrech 
nung hervorging In «diesem Bericht, dessen 
philosophischer Seite ganz besondere Aufmerk 
‚ımkeit voewidmel ist, werden die Grundlagen 
der Theorie sowie ihre Anwendungen auf die 
Statistik, auf Messungsresultate, auf Zeugenaus 
sıven und gerichtliche Entscheidungen umfas 
send erörtert 

Sein Lebenswerk aber ist die »Wahrschein 
lıchkeitsreehnung und ihre Anwendung auf 
lehlerausgleichung, Statistik und  Lebensver 
sieherung«, in welchem er den Begriff der 
relativen Wahrscheinlichkeit aus der Mengen 
lehre heranzogs und der Kolleklivmaßlehre den 


oebührenden Platz einräumte. In diesem Werke 


war der Verfasser namentlich darauf bedacht, 
die philosophische Seite des Gegenstandes tiefer 
zu fassen 

In seinen letzten Jahren vollendete er in 
(‚niel bei Salzburg, wohin er sich nach seiner 
Pensionierung zurückgezogen hatte, drei große 
und verdienstvolle Arbeiten Die statistischen 
orschungsmethoden«. Die philosophischen 
(‚rundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
umd die »Mathematische Bevölkerungstheorie 

Kine veroße Zahl weiterer wissenschaftlicher 
\rbeiten ist in den Silzungsberichten der Akade 
ıien in Wien und München und in malhemati 
schen und versicherungstechnischen Zeitschrif 
len zerstreut. 

Die Leistungen Gzubers auf dem Gebiete 
der angewandten Wahrscheinlichkeitsrechnung 
haben allgemein die verdiente Anerkennung ge- 
Yunden., sie haben ihn zu einem der führenden 
Statistiker Mitteleuropas gemacht und sein 
Name wurde rasch in den Fachkreisen der 
sanzen Welt bekannt. Seine Werke werden ihn 
überleben. denn die Forscher auf diesem Ge 
biete werden immer wieder auf CGzubers 
\rbeiten zurückgreifen müssen. Die Wert 
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schätzung, die er als Fachmann genoß, zeigte 
sich besonders anläßlich des Versicherungs 
technischen Kongresses zu Wien im Jahre 
1909, dessen Leitung ihm übertragen wurde 
\uch auf rein malthematischem Gebiete ha! 
sich Gzuber literarisch betätigt ls sei hier 
nur seiner ausgezeichneten l.ehrbücher vedacht. 


der Kinführungs in die höhere Malhematik 
und der Vorlesungen über die Differential 
und Intesralrechnung«. von denen das erste 


bisher drei, das letzte vier Auflagen erlebt 
hat. Diese Werke sind als wertvolle Studien 
beheife bekannt und zeichnen sich durch Kürze, 
Strenve und Klarheit, durch Betonung des 
Wesentlichen, kurz gesagt durch einen klassisch 
mathematischen Stil aus 

Große Verdienste hat sich Gzuber um die 
\usgeslallung des Unterrichtswesens in Oester 
reich erworben \ls Mittel- und Hochschul 
lehrer halle er den richtigen Einblick in die 
Bedürfnisse beider Schulgaltungsen und konnte 
als Redakteur der »Zeitschrift für das Real 
schulwesen« und als Experte im n. ö. Landes 
schulrat sowie als Professor der Technischen 
Hochschule manchen wertvollen Vorschlag über 
die Ausgestaltung des Unterrichtes an diesen 
\nstalten machen In seiner Studie »Gedanken 
über eine Reform der Technischen Hochschulen 
1913 tritt Gzuber besonders für eine gründ 
liche Ausbildung in den grundlegenden Wissen- 
schaften ein Ihm ist auch die Schaffung des 
Versicherungstechnischen Kurses« an der Wie 
ner Technischen Hochschule im Jahre 1891 zu 
verdanken. 

Zum Schlusse sei noch des herrlichen Men 
schen und Studentenfreundes gedacht, den wir 
in Czuber verloren haben. Jedem seiner Schü- 
ler ist die ruhige und klare Art seines Vor- 
trages in Erinnerung, die lebendige Darstellung 
der spröden Materie, die er so trefflich zu 
meistern verstand. Alle wissen, welch warm- 
[ühlender Freund der Stludentenschaft er war 
und wieviel er durch tatkräftige Förderung ver- 
schiedener Wohlfahrlseinrichtungen zur Linde- 
rung der Not armer Studenten beigetragen hat. 

Wir beklagen in Gzuber nicht nur eine 
l.euchte der Wissenschaft und einen Führer 
in Fragen der Hochschule, sondern auch einen 
sroßen L.ehrer und Menschen. 


/um Schluß seien noch die wichtigsten der 
selbständig erschienenen wissenschaftlichen 
Werke CGzubers zusammengestellt: 
Vorlesungen über Wahrscheinlichkeilsrechnung 

von A. Mever, übersetzt von Czuber, 

1879. 

(‚eomelrische Wahrschemlichkeiten und Mittel- 

werle, 1884. 

/um Geselz der großen Zahlen. 1889 
Theorie der Beobachtungsfehler, 1891. 
Vorlesungen über Differential- und Intesral- 

rechnung, 1. Aufl. 1898. 

Die Entwicklung der Wahrscheinlichkeitstheo- 

rie und ihre Anwendungen, 1899. 
Wahrscheinlichkeilsrechnung und ihre Anwen- 

dungen auf Frehlerausgleichung, Slalıslik und 

l,ebensversicherung, 1. Aufl. 1902. 
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Die Kollektivmaßlehre, 1908 

Finführung in die höhere Mathematik. 1. Aufl 
10909. 

Die Zukunft des Versicherungswesens ın Oester 
reich. 1919 

ie statistischen Forschungsmelhoden. 1021 

Die philosophischen Grundlagen der Wahr 
scheinlichkeitsrechnung, 1923 

\Iathemalische Bevölkerungstheorie nach GH 
Knibhs. 192 


\Vıen | Dolezal 79 


Optischer Kongreß in London 1926. 


Inler dem Vorsitz von Sir Frank Dyson fand 
in April 1926 in London ein englischer Kon 
reß der an der wissenschaftlichen Optik im 
teressierten Personen und Verbände statt In 
wei staltlichen Bänden liegen jetzt die auf 
dem Kongreb gehallenen Vorträge veröffentlicht 
vor! Sie betreffen alle Fragen der praktı 
chen Oplik sowohl vom Standpunkt der In 
Irumentenherstellung, wie von dem der ver 
cehiedenen Anwendungsgebiele 


Gesellschaft für angewandte Mathematik 
und Mechanik. In der Sitzung der Berliner 
Orlsgruppe am 4. Februar sprach Ir. Dr 
(1. Sachs vom Kaiser-Wilhelm-Institut für Me 


\ıllforschung über Technolosische Kigen 
chaften von Aluminium-Kristallen Der Vor 
Irao,. der dureh zahlreiche Liehtbilder erläu 
ert wurde. fand  lebhaftes Interesse \m 


’ı). Februar findel eine Besichlisuns des neu 
errichteten Planelariums der Stadt Berlin statl 

\m 1. Februar hielt die neugesründele Orts 
ruppe Göttingen ihre konstilnierende Sit 
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Belastungsverhältnis und Gleitgeschwin- 
digkeit bei Reibungsgetrieben. Die Arbeit 
des Herrn W. Hevn, Graz: Belasltungsverhält 
ııs und  Gleitgeschwindigkeit bei 
etrieben (Zamm 1926 IT. 4 
‚u folgenden Bemerkungen 


Reibungs 
veranlaßt mich 


Der Versuch, den Schlupf eines Reibungs 
‚etriebes mit Hilfe der Annahme einer Schräg 
lellung der Scheiben zu berechnen, ist sicher 
verlvoll, auch wenn im Ansatz Starrheit der 
‚cheiben vorausgesetzt wird. Die Rechnung is! 
ıtüurlich als eine erste Näherung zu betrach 
(en, denn im allgemeinen Falle wird man 


"= — [up-cosa Er: cs 


ı selzen haben (p Druck auf das Flächen 
ement dF). Darin wird Dcos® keine Kon- 
Ianle sein. weil in Gl 2) v und »» in der 
berührungsfläche variabel sind. Um so inter 
ssanter ist, daß Gl. (3). welche nach Beseiti 
ıng eines Druckfehlers die Gestalt 


Published by the optical econvention, 1 Lowther 
ırdens. exhibition road, London SW 7. 
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zung ab. Zum Vorsitzenden wurde Prof. Dr 
| Prandt! zum Schriftführer Prof. Dr 
\ N\adaı gewählt Herr Prof. Gouranit 
hielt einen Vorlrag über »Verschiedene Anwen 
dungen direkter Melhoden der Analysis«. Briele 
an die Ortsgruppe werden unter der Anschrift 
Kaiser-Wilhelm-Institut für Strömungsforsehun 
erbeten 


(‚öllinsen Bölttinserstir. 6 


Persönliches. Am 3. Januar 1927 starb in 
(söltingen Herr Geh. Reg.-Rat Prof. Dr. Runge 
ım 71. Lebensjahre. Er war der hervorragend 
ste unter den Vertretern der angewandten Ma 
themalik in Deutschland. Seine vielseitige wis 
senschaftliche und persönliche Bedeutung is! 
erst in einem unserer letzten Hefte aus Anlalb 
eines siebzigsten Geburtstages ausführlich ve 
“childert worden ?) Wir werden auf das I« 
benswerk des Dahingeschiedenen noch zurtüel 
kommen 

llerr Prof. Dr. Kyrill Popoffl ın Sofia ıst 
on der Pariser Akademie der Wıssenschafleı 
für seine ballistischen Arbeiten 3) durch Ver 
leihung des Preises Montvyon ausgezeichne! 
worden vr wird im kommenden Semester 
sieder Gastvorlesungen an der Pariser Univeı 
‚tät halten 

Hlerr Dr.-Ing. W. Bauersfeld,. Direktor de 
/eiß-Werke in Jena, ist zum Honorarprofessoı 
ın der Universität Jena ernannt worden und 
wird Vorlesungen über Sondergebiele der tech 
nischen Physik halten 

Hlerr Dr. O9. Mader. Oberingenieur der Jun 
kers-Werke in Dessau ist zum ord. Professoı 
der Mechanik an der lechnischen Hochschul: 
in München ernannt worden und wird aueh 
Vorlesungen über NVlugltechnik halten 761 
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v sin a\® 
a I 
dr 


ıat. bei Gültivkeil des Coulomb schen Rei 
bungsveselzes einigermaßen genau die Versuche 
von Sachs und wiedergibl, wenn 
man für die Schrägstellungswinkel « geeignete 
\Werte wählt Bei Gebrauch des von mir! 


W 


ıuı»P cos a 


Jahn 


eıneeflüihrltlen Nulzungswertes — 


ına des Schlupfes s erhält maı 


U.’COSs G 
Us (9) 
. r 
s=sin«a- — V<er<]1). (3a) 
Vi -—rv?- cos? a 


als Gleichung der Schlupfkurve 


?) Diese Zeitschr. Bd. 6 (1926). S. 423/424. 
3) Vergl. auch diese Zeitschr. Bd. 1 (1921 
S, 96 bis 106. 


) Fromm, Berechnung des Schlupfes bein 


Rolleu deformierbarer Scheiben. Verrl. dieses 
Heft. S. 48. 
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läßt man «@ nach Null sehen, so geht damit 
nach Gl. (2) entweder 5 oder »v, nach Null. 
\us Gl. (3) folgt also durch Grenzübergang für 
— 0 nicht etwa Gl. (4) allgemein, sondern 
für Gl. (4) ist notwendig und hinreichend, daß 
N V ıst. Für « 0 und v;==0O hat aber ein 
Winkel 8 überhaupt keinen Sinn, da ja ein 
Gleiten nicht stattfindet und die Reibung eine 
Reaktionskraft ist. Vielmehr springt 5 auf —d 
wenn «a unter Vorzeichenwechsel den Wert 
Null bei konstantem ?, W und v durchläuft 
man stelle sich die in Bezug auf die Roll 
ebene II symmetrische Stellung zu Abb. I vor), 
und daher ergibt Gl. (5a) keinen eindeutigen, 
(‚renzwerl von u für « 0 So 

da 

Unverträglichkeit des 
Iombschen Reibungsgseselzes mil den Geselzen 
der Mechanik hier wohl nicht vorliegen. 

Die falsche Benutzung der Gl. (4) hat auch 
ın der weileren Rechnung eine 
Schlußweise zur Folge. 


endlichen 


mit dürfte eıne Gou 


inkorrekte 
Die Ergebnisse werden 


aber richlig Bei ihrer Bewerlung ist zu be 
ıchten, daß ein Gesetz nach Abb. 2. welches 


einen von Null verschiedenen Grenzwert lim u 
— lin P (v,)or>o =a hal, das Coulombsche 
(reselz als den Sonderfall P (vr) =a (vr, >O 
enthält. Jedes derartige Gesetz hat also an deı 
Stelle v, 0 dieselbe Unsteliskeit bezw. Viel 
ddeuligkeit wie das Coulombsche Gesetz. Mit 
der Folgerung aus Gl. (7), daß für « 0 und 
0, 0) reines kollen staltfindel, widerspricht 
also Ilerr Ileyn selbst seiner früheren un 
richlisen Behauptung, das Coulombsche Ge 
selz sei mit den Geselzen der Mechanik unver 
träglich, scheinbar ohne es zu merken 

Die Versuchsergebnisse von Jacob, die durch 
die starkgezovene Kurve in Abb.>5 dargestellt 
auch eine Extrapolation nach 
Abb. 2 ohne Zwang zu. Ein Abfall der Gleit 
reibung auf Null kann nicht als nachgewiesen 
selten Auch die Schlupfkurven nach Jahn 
und Sachs bieten hierzu keinen sicheren An- 
halt, wie ich nachgewiesen habe 

Berlin-Spandau, den 16. Augusl 


werden, lassen 
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Erwiderung. Ich danke Hrn. Dr. Fromm 
für die Berichtigung des Druckfehlers in Gl. (5 
und bin ihm verbunden, daß er mir Gelegen 
heit gab, die, wie ich zugeben muß, im Nach 
sang zu Gl, vorhandene ungenaue Aus 
druckslorm und damit den scheinbaren Wider 
spruch mit Gl. (7) zu klären. 

(Gl. (Fa) ergibt unter den gemachten Voraus- 


(Da) 


d Ur 


selzungen für einen eindeuligen, endlichen 


da 
Wert und schließt eine Unsleligkeit in der 
Richtung der Aenderung von v, mit « aus. So- 
mit muß für @«==0 die Gleitgeschwindigkeit 
nach 2) verschwinden und reines Rollen ein- 
treten. Die Richtung der Aenderung von v, 
beim Uebergang « —>0 ist an den Winkel > 
sebunden, womit auch die Richtung der Rei- 
bung für diesen Uebergang festgelegt ist. Ich 
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kann mir wohl eine Unsteligkeit im Verhalten 
von u vorstellen, wobei die Reibung nur hin- 
sichtlich ihres Größenwertes geändert wird, 
halte aber eine Unsteligkeit hinsichtlich ihrer 
Richtung für ausgeschlossen. Da für «—=V0 
sämtliche wirkenden äußeren Kräfte in die 
Rollebene fallen und eine axial gerichtete Kraft 
nicht mehr vorhanden sein kann, also auch für 
W<P.u die Richtung der llaftreibung in der 
Rollebene liegen muß, kann eine Uebereinstim 
mung mit den Forderungen der Mechanik nur 
erzielt werden, wenn man beim WUebergang 
“—0 einen Sprung des AD auf Null zuläßt. 
\Wird aber d zu Null. so gestattet Gl. (2) wegen 


0 


der Unbestimmtheit », , für v, auch 


einen endlichen Wert, wobei Gl. (4) erfüllt sein 
muß. Die Annahme, wonach u unabhängig von 
» ist, führt für den besprochenen Sonderfall 
zu Schlüssen, die nur durch die weitere An 
nahme einer Unstetigkeit trotz des differen 
tialen Uebersanses « — 0 gerechtfertigt werden 
können. 

Gl. (7) enthält gemäß seiner Ableitung auch 
las Coulombsche Reibungsgeselz, jedoch nur 
innerhalb des Geltungsbereiches der Gl. (4). Für 

0 und v,—0O ergibt Gl. (7) mit -—W=P.yu 
eine volle Unbestimmtheit und läßt einen Schluß 
über das Verhalten von d nicht zu. 

Damit habe ich mit andern Werten das 
(leiche gesagt, was ich im Nachgang zu 5a 
bezw. 7 ausdrücken wollte, muß allerdings zu 
seben, daß die Bemerkungen über W<P.y 
Zeile 4 bzw. 6 nach 5a) insofern nicht deut- 
lich sind, als sich diese Ungleichung einmal 
für 8>0 im zweiten Fall für d5—=0 versteht 

Die vo: Herrn Dr. Fromm aus den Ver- 
suchen von Jahn und Sachs ermittelte 
Schlupfkurve mit u=const und sin « — 0,0013 
erscheint mir im Hinblick auf die Streuung 
der Versuchswerlte und des nur wenige Bogen- 
minuten betragenden Wertes von « nicht sicher- 
oestellt. Die Versuche von Kimballt), Ja- 
kob und Florig?), bei welchen der Einfluß 


eines Schrägstellungswinkels « ausgeschlossen 
ist und welch Letztgenannte nur unter rein 


technischen Voraussetzungen angestellt wurden, 
bestäligen vielmehr die Annahme der Gl. (6). 
insbesondere berichtet Herr Dr. Florig, daß 
jür seinen Fall die Kurve der Reibungskoeffi 
zienten durch den Nullpunkt geht und der so 


venannte »Reibungskoeffizient der Ruhe«x gleich 
Null angenommen werden muß. 
(raz, am 23. Dezember 1926. 
W. Heyn. 717a 


(Hr. Dr. Fromm verzichtet auf nochmalige 
lrwiderung, ohne den Ausführungen von Ilrn 
Dr. Heyn zuzuslimmen. Der Herausgeber.) 


I) A.G. Kimball: A new Investigation of one 
of the Laws of Frietion. Americ. Jour. of Science 
and Arts 1877, Bd. XIII. 

2) Florig. Bericht über Versuche zur Ermitt- 
lung des Reibungskoeffizienten von Belagmaterlal 
troekenlaufender Automobil - Motorenkupplungen. 
Auto-Technik vom 30. Mai 1926. 


(Redaktionsschluß 10. Februar 1927.) 
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